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Préface

Ces notes de cours ont été rédigées a l'intention des étudiants du cours d’algébre linéaire 11
(MAT 3541) a I'Université d’Ottawa. Les trois premiers chapitres de ces notes présentent
une révision de notions de base étudiées au cours préalable d’algebre linéaire I (MAT 2541) :
espaces vectoriels, applications linéaires et diagonalisation. Le reste du cours est divisé en
trois parties. Les chapitres 4 a 8 constituent le coeur du cours. Ils culminent avec le théoréme
de structure pour les modules de type fini sur un anneau euclidien, un résultat général qui
conduit a la fois & la forme canonique de Jordan des opérateurs sur un espace vectoriel
complexe de dimension finie et aussi au théoréme de structure pour les groupes abéliens de
type fini. Le chapitre 9 concerne la dualité et le produit tensoriel. Tandis que le chapitre 10
traite des théorémes spectraux pour les opérateurs sur un espace euclidien (aprés un rappel
des notions vues au cours préalable MAT 2541). Par rapport au plan initial, il manque
encore un onziéme chapitre sur les espaces hermitiens qui sera ajouté plus tard. Les notes
sont complétées par deux appendices. L’appendice A fournit un rappel des structures de base
de I'algébre qui sont utilisées dans le cours : groupes, anneaux et corps (et les morphismes
entre ces objets). L’appendice B étudie quant a lui le déterminant des matrices a coefficients
dans un anneau commutatif quelconque avec ses propriétés. En général, le déterminant est
simplement défini sur un corps et le but de cet appendice est de faire voir que cette notion
se généralise facilement & un anneau commutatif quelconque.

Ce cours fournit aux étudiants ’occasion d’apprendre la théorie des modules qui n’est
pas couverte, faute de temps, dans les autres cours d’algebre sous-gradués. Pour simplifier
et rendre le cours plus facilement digestible, j’ai évité d’introduire les modules quotients.
Cela pourrait étre ajouté ultérieurement en exercice (comme défi pour les étudiants les plus
motivés). D’aprés les commentaires que j’ai requs, les étudiants apprécient la richesse des
concepts qui sont présentés dans ce cours et qui leur ouvrent de nouveaux horizons.

Je remercie Pierre Bel qui m’a beaucoup aidé dans la dactylographie et la mise au point
de ces notes de cours. Je remercie aussi le Rectorat aux Etudes de I'Université d’Ottawa pour
son appui finacier a ce projet via le fonds pour le développement de matériel pédagogique
en francais. Ce projet n’aurait pas pu voir le jour sans leur appui. Enfin, je remercie mon
épouse Laura Dutto pour son aide dans la révision des versions préliminaires de ces notes
et les étudiants qui ont suivi ce cours avec moi a I’hiver et a I'automne 2009 pour leur
participation et leur commentaires.

Damien Roy Ottawa, janvier 2010.



Chapitre 1

Retour sur les espaces vectoriels

Ce chapitre, comme les deux suivants, est consacré a un rappel des notions fondamentales
d’algébre linéaire apprises au cours précédent (MAT 2541). Ce premier chapitre concerne
I'objet d’étude privilégié de l'algébre linéaire, c’est-a-dire les espaces vectoriels. On rappelle
ici les notions d’espace vectoriel, de sous-espace vectoriel, de base, de dimension, de coor-
données, et de somme directe. Le lecteur devra préter une attention spéciale a la notion de
somme directe puisqu’elle joue un role fondamental dans la suite.

1.1 La notion d’espace vectoriel

Définition 1.1.1. Un espace vectoriel sur un corps K est un ensemble V' muni d’une addition
et d'une multiplication par les éléments de K :

VxV — V ; KxV — V
(w,v) — u+v ¢ (a,v) +— av

qui satisfont les axiomes suivants :

EV1l. u+(v+w)=(u+v)+w

EV2 utv—v+u } pour tout choix de u,v,w € V.

EV3. Il existe 0 € V tel que v 4+ 0 = v pour tout v € V.
EV4. Pour tout v € V, il existe —v € V tel que v+ (—v) = 0.

EV5. 1lv=v

EV6. a(bv) = (ab)v
EV7. (a+b)v=av+bv
EV8. a(u+v)=au+av

pour tout choix de a,b € K et de u,v e V.

Ces huit axiomes s’interprétent aisément. Les quatre premiers signifient que (V, +) est un
groupe abélien (cf. Appendice A). En particulier EV1 et EV2 impliquent que 'ordre dans

1



2 CHAPITRE 1. RETOUR SUR LES ESPACES VECTORIELS

lequel on additionne les éléments vy, ..., v, de V n’affecte par leur somme notée

n
Vi+-:---+V, ou E v;.
i=1

La condition EV3 détermine uniquement 1’élément 0 de V. On I'appelle le vecteur nul de
V', le terme “vecteur” étant le nom générique employé pour désigner un élément d’un espace
vectoriel. De méme, pour chaque v € V, il existe un et un seul vecteur —v € V qui satisfait
EV4. On l'appelle 'inverse additif de v. L’existence de I'inverse additif permet de définir
la soustraction dans V' par
u—v:=u+(—v).

Les axiomes EV5 et EV6 ne concernent que la multiplication par un scalaire tandis
que les axiomes EVT7 et EVS8 lient les deux opérations. Ces derniers demandent que la
multiplication par un scalaire soit distributive sur I’addition a4 gauche comme a droite (c¢’est-
a-dire sur 'addition dans K, comme dans V). Ils impliquent les formules de distributivité

générales :
n n n n
E a; | v= E a;v et a E v, = E av;
i=1 i=1 i=1 i=1
quels que soient a,ay,...,a, € K et v,vy,...,v, € V.

On reviendra sur ces axiomes quand on étudiera plus loin la notion de module sur un
anneau commutatif qui généralise celle d’espace vectoriel sur un corps.

Ezxemple 1.1.2. Soit n € N*. L’ensemble

az
K”:{ . ;al,ag,...,anGK}
Qp,

des n-uplets d’éléments de K est un espace vectoriel sur K pour les opérations :

aq b1 ay + bl aq cay

as b2 as + b2 ag cas
+ . = . et ¢ =

Qn, by, an + by, an, can,

En particulier, K! = K est un espace vectoriel sur K.

Ezxemple 1.1.3. Plus généralement, soient m,n € N*. L’ensemble

@11 - Qip
Matmxn(K):{ : : ;all,...,amnGK}

am1 --- Qmn



1.2. SOUS-ESPACES VECTORIELS 3

des matrices m X n a coefficients dans K est un espace vectoriel sur K pour les opérations
usuelles :

ai; - Qip bin -+ by a1 +by o0 ay + by
+ _ . )
am1 .- Qmn bml . bmn A1 + bml e bmn
aip - Qip capx - Caip
et ¢ =
Ami - Qmn Cmi  --. Clmp

Ezemple 1.1.4. Soit X un ensemble quelconque. L’ensemble F (X, K) des fonctions de X dans
K est un espace vectoriel sur K lorsqu’on définit la somme de deux fonctions f: X — K et
g: X — K comme étant la fonction f + g: X — K donnée par

(f +9)(x) = f(z) + g(x) pour tout z € X,

et le produit de f: X — K par un scalaire ¢ € K comme étant la fonction cf: X — K

donnée par
(cf)(z) =cf(x) pour tout z € X.

FEzxemple 1.1.5. Enfin, si Vi, ..., V,, sont des espaces vectoriels sur K, leur produit cartésien
Vix-xVy,={(vy,...,vp); vi € V},...,v, € V}}
est un espace vectoriel sur K pour les opérations

(Vi ooy Vi) + (Wi, ooy W) = (Vi + W,V + W),

(Vi ooy, Vn) = (CV, ..o, 0Vy).

1.2 Sous-espaces vectoriels

Fixons un espace vectoriel V' sur un corps K.
Définition 1.2.1. Un sous-espace vectoriel de V est un sous-ensemble U de V' qui remplit les
conditions suivantes :
SE1. 0eU.
SE2. Siu,veU, alorsu+veU.
SE3. SiueUetce K, alors cu € U.

Les conditions SE2 et SE3 signifient que U est stable sous 'addition dans V' et stable
sous la multiplication par les éléments de K. On obtient ainsi des opérations

UxU — U ; KxU — U

(u,v) — u+v ¢ (a,v) +—— av

sur U et on montre que, pour ces opérations, U est lui-méme un espace vectoriel. La condition
SE1 peut étre remplacée par U # ) car, si U contient un élément u, alors SE3 implique que
Ou = 0 € U. Néanmoins, il est généralement tout aussi simple de vérifier SE1. On a donc
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Proposition 1.2.2. Un sous-espace vectoriel U de V' est un espace vectoriel sur K pour
Uaddition et la multiplication par un scalaire restreintes de V a U.

Ainsi tous les sous-espaces vectoriels de V' fournissent de nouveaux exemples d’espaces
vectoriels. De plus, si U est un sous-espace de V', on peut aussi considérer les sous-espaces
de U. Par contre, on montre que ceux-ci sont simplement les sous-espaces de V' contenus
dans U. Cela ne fournit pas de nouveaux exemples. En particulier la notion de sous-espace
est transitive.

Proposition 1.2.3. Si U est un sous-espace de V' et si W est un sous-espace de U, alors
W est un sous-espace de V.

On peut aussi former la somme et l'intersection de sous-espaces de V' :

Proposition 1.2.4. Soient Uy, ..., U, des sous-espaces de V. Les ensembles
U1+---+Un={u1+---+lln; u; €U1,.--,11n€Un}

Un---NU,={u;uel,...,uel,}

appelés respectivement la somme et [’intersection de Uy, ..., U, sont des sous-espaces de V.

FEzxemple 1.2.5. Soient V; et V5 des espaces vectoriels sur K. Alors
Ulz‘/iX{O}:{(Vl,O);VlE‘/l} et UQZ{O}X‘/Z:{(O,VQ);VQEX/Q}
sont deux sous-espaces de V; x V5. On trouve que

Uy+Uy=VixVy et U NUy;=4{(0,0)}.

1.3 Bases

Dans cette section, on fixe un espace vectoriel V' sur un corps K et des éléments vy, ..., v,
de V.
Définition 1.3.1. On dit qu’un élément v de V' est une combinaison linéaire de vi,...,v,
s’il existe aq,...,a, € K tels que

V=a1Vy+ -+ a,Vn.
On désigne par
(Vi,.. .,V g ={avi+ - +a,vp; ar,...,a, € K}

I’ensemble des combinaisons linéaires de vq,...,v,.
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Les identités
Ovi+:---4+0v, =0
Z a;V; -+ Z biVZ' = Z(CLZ -+ bz)Vl
=1 =1 =1

n
c Z a;v; = Z(c a;)Vv;
i=1 i=1

montrent que (vi,...,V,), est un sous-espace de V. Ce sous-espace contient vy, ..., Vv, car

on a
- 1 sii=j
Vj = E 6i,jvi ou 51',]‘ :{ 0 sinon ’
i=1 )

Enfin, tout sous-espace de V' qui contient vy, ..., v, contient aussi toutes les combinaisons
linéaires de vy, ..., v,, c’est-a-dire qu’il contient I’ensemble (vy,...,Vv,), tout entier. Donc :

Proposition 1.3.2. L’ensemble (v1,...,V,) des combinaisons linéaires de vy, ..., v, est
un sous-espace de V' qui contient vy, ...,v, et qui est contenu dans tout sous-espace de V'
contenant Vi, ...,Vy.

On exprime cette propriété en disant que (vi,...,V,), est le plus petit sous-espace de
V' qui contient vy, ..., Vv, (au sens de l'inclusion). On Pappelle le sous-espace de V' engendré
par vi,...,Vp.

Définition 1.3.3. On dit que vy, ..., Vv, engendrent V ou que {vy,...,v,} est un systéme de
générateurs de V si
Vi, ., V) e =V

On dit que V' est un espace vectoriel de type fini s’il admet un systéme fini de générateurs.
Il est important de bien distinguer I’ensemble fini {vy,...,v,} formé de n éléments (en

comptant les répétitions possibles) de l'ensemble (vi,...,v,),; de leurs combinaisons li-
néaires qui est généralement infini.

Définition 1.3.4. On dit que les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants ou que
I'ensemble {vy,...,v,} est linéairement indépendant si le seul choix de ay,...,a, € K tel
que
a1V1+-'-+anvn:0 (].].)
est a; = --- = a, = 0. Sinon, on dit que les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement dépendants.
En d’autres termes, vy, ..., v, sont linéairement dépendants s’il existe aq, ..., a, non tous
nuls qui vérifient la condition (1.1). Une relation de la forme (1.1) avec ay,...,a, non tous
nuls s’appelle une relation de dépendance linéaire entre vy, ..., Vv,.
Définition 1.3.5. On dit que {vy,...,v,} est une base de V si {vy,...,v,} est un systéme

de générateurs linéairement indépendants de V.

L’importance de la notion de base tient dans le résultat suivant :
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Proposition 1.3.6. Supposons que {vi,...,v,} soit une base de V. Pour tout v. € V, il

existe un et un seul choix de scalaires aq,...,a, € K tels que

V=a1Vi+ -+ a,Vy. (1.2)
Preuve. Soit v € V. Comme les vecteurs vy, ..., v, engendrent V, il existe ay,...,a, € K
qui satisfont (1.2). Si af,...,a!, € K satisfont aussi v = a}vy + --- + al,v,, alors on a

0= (a1vi+ - +a,v,) — (@\vi+---+a,v,)

= (a; —a}))vi + -+ (a, — a,)vy.

Comme les vecteurs vy, ..., Vv, sont linéairement indépendants, cela entraine que a; — a} =
- =a, —a,=0,donc a; =aj,...,a, = a,. O
Si B = {vy,...,v,} est une base de V, les scalaires ay,...,a, qui satisfont (1.2) s’ap-

pellent les coordonnées de v dans la base B. On désigne par

ai
Vs=| : | eK"
Qn
le vecteur-colonne formé par ces coordonnées. On notera que cela suppose qu’on a fixé un
ordre sur les éléments de B, autrement dit que B est un ensemble ordonné d’éléments de V.

En principe, on devrait écrire B comme un n-uplet (vy,...,v,), mais la tradition veut qu’on
conserve la notation ensembliste.

Ezxemple 1.3.7. Soit n € N*, les vecteurs

—
e}
=)

0 1 :
€1 = . , €2 = . y vees € = )
! : 2 : 0
0 0 1
forment une base £ = {ey,...,e,} de K™ appelée la base canonique de K. On a
ay 1 0 0
a9 0 1 .
N N I Y B R X I
anp 0 0 1
donc
ai ai a1
a a a
[ -2 L‘j = -2 pour tout ,2 e K™

Qn Qn Qn
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Le résultat suivant est fondamental :

Proposition 1.3.8. Supposons que V' soit un espace vectoriel de type fini. Alors
(i) V posséde une base et toutes les bases de V' ont méme cardinal.
(i1) Tout systéme de générateurs de V' contient une base de V.

(7ii) Tout ensemble linéairement indépendant d’éléments de V' est contenu dans une base de
V.

(iv) Tout sous-espace de V' posséde une base.

La cardinalité commune des bases de V' s’appelle la dimension de V. On la note dimg V.
Rappelons que, par convention, si V' = {0} alors ) est une base de V et dimg V =10. Si V
est de dimension n, il découle des énoncés (ii) et (iii) de la proposition 1.3.8 que tout sys-
teme de générateurs de V' contient au moins n éléments et que tout ensemble linéairement
indépendant de V' contient au plus n éléments. On en déduit aussi que si U; et Uy sont des
sous-espaces de V' de méme dimension finie avec Uy C Us, alors U; = Us.

On rappelle aussi le fait suivant.

Proposition 1.3.9. 5i Uy et Us sont des sous-espaces de dimension finie de V', alors

1.4 Somme directe

Dans cette section, on fixe un espace vectoriel V' sur un corps K et des sous-espaces
Vi,...,Vsde V.

Définition 1.4.1. On dit que la somme V; + --- 4 V; est directe si le seul choix de vecteurs
vy € Vi, ..., vy €V tels que
vi+---+v,=0.

est vi = ---vy = 0. On exprime cette condition en écrivant la somme des sous-espaces
Vi,..., Vi sous la forme V; & - - - & V; avec des cercles autour des signes d’addition.

On dit que V est la somme directe de Vy,... , VisiV =V & --- D V,.

Ezemple 1.4.2. Soit {vy,...,v,} une base d’un espace vectoriel V' sur K. La proposition
1.3.6 montre que V = (v1);, @ B (Vp) -

Ezemple 1.4.3. On a toujours V=V @& {0} =V & {0} & {0}.

Ce dernier exemple montre que, dans une somme directe, on peut avoir un ou plusieurs
facteurs réduits a {0}. La proposition suivante justifie 'importance de cette notion.
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Proposition 1.4.4. L’espace vectoriel V' est la somme directe des sous-espaces Vi, ..., Vs si
et seulement si, pour chaque v € V, il existe un et seul choix de vecteurs vy € Vi, ..., vs € Vg
tels que

V=Vt -+ Vs
La preuve est semblable & celle de la proposition 1.3.6 et elle est laissée au lecteur. On
démontre aussi le critére suivant (comparer a l'exercice 1.4.2).

Proposition 1.4.5. La somme Vi + --- 4+ V; est directe si et seulement si

Viﬂ(V1+---+‘7i+---+Vs):{0} pouri=1,...,s. (1.3)
Dans cette condition, le chapeau au-dessus de V; signifie que V; est omis de la somme.

Preuve. Supposons d’abord que la condition (1.3) soit remplie. Si vi € Vi,..., vy € V
satisfont vi +--- 4+ v, =0, alors, pouri=1,...,s, 0on a

—Vz‘:V1+"'+\/’\i+“'+VsEV;ﬁ(‘/14‘“""‘//\;4‘"‘4“/5)

donc —v; = 0 et par suite v; = 0. Donc la somme V; 4 - - - + Vj est directe.

Réciproquement, supposons que cette somme soit directe, et fixons i € {1,...,s}. Si
veVin(Vi+ -+ Vi+-+ V),
alors il existe vi € Vi, ..., v, € Vj tels que
v=—v; et V=vi+- -4V, +- -+ Vv,

En éliminant v, on obtient que —v; =v{+---+Vv; +---+ vy, donc vi +---+ v, = 0 et par
suite vi = - -+ = vy = 0. En particulier, on trouve v = 0. Le choix de v étant arbitraire, cela
montre que la condition (1.3) est satisfaite pour ce choix de i. O]

En particulier, pour s = 2, la proposition 1.4.5 implique que V' = V; & V5 si et seulement
siV=V,+Vyet VNV, ={0}. En appliquant la formule de la proposition 1.3.9, on en
déduit :

Proposition 1.4.6. Soient Vi et V, des sous-espaces d’un espace vectoriel V' de dimension
finie. On o'V =V, & Vy si et seulement si
(i) dimg V = dimg Vi + dimg V3
(i) Vi N'Vy = {0}.
Ezemple 1.4.7. Soient V = R3,
2a T

2
V1:< 0 >R:{ 0 ;aER} et ng{ Y €R3;x+y+220}.
1 a z
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2
La proposition 1.3.2 montre que V] est un sous-espace de R?. Comme { 0 } est une base
1
de Vi, on a dimg(V;) = 1. Par ailleurs, comme V; est Pensemble des solutions d’un systéme
d’équations linéaires homogénes de rang 1 (avec une seule équation), V5 est un sous-espace
de R? de dimension dimg(V;) = 3 — (rang du systéme) = 2. On trouve aussi que

2a
0 eEVo<—2a+0+a=0<=a=0,
a

donc V; NV, = {0}. Puisque dimg V; + dimg V, = 3 = dimg R?, la proposition 1.4.6 montre
que R3 =V, @ Vs.

Interprétation géométrique : L’ensemble V) représente une droite passant par 1'origine dans
R3 tandis que V5 représente un plan passant par lorigine de vecteur normal n := (1,1, 1)%
La droite Vi n’est pas paralléle au plan V5 car son vecteur directeur (2,0,1)" n’est pas
perpendiculaire & n. Dans cette situation, on voit que tout vecteur de I’espace se décompose
de maniére unique comme somme d’un vecteur de la droite et d'un vecteur du plan.

Le résultat suivant joue un role capital dans toute la suite.

Proposition 1.4.8. Supposons que V =V, & --- & V; soit de dimension finie et soit B; =

{Vi1,Via, ..., Vin, } une base de V; pouri=1,...,s. Alors ’ensemble ordonné
B = {V1,17 <5 Ving; V21, - 3 Voo, o e e » Ve ly - 7vs,ns}
obtenu par concaténation de By, Bs, ..., Bs est une base de V.

Dans la suite, on notera cette base sous la forme By II By IT --- 11 B,. Le symbole 11
représente “I’'union disjointe”.

Preuve. 1° On montre que B est un systéme de générateurs de V.

Soit v € V. Puisque V =V, & .- - @V, on peut écrire v = vy +---+ v, avec v; € V; pour
1=1,...,s. Puisque B; est une base de V;, on peut aussi écrire

Vi =a;1V;1+ o+ Qin, Vi,
avec a;1,...,0 ., € K. On en déduit que
V=4a11Vi1 +-+ Q1.0 Vin, SRR + Qs1Vs1 + -+ QsnVsng-
Donc B engendre V.

2° On montre que B est linéairement indépendant.
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Supposons que

a11V1,1 +--+ Q1.0 Vin, +--+ As1Vs1 +--+ Qsn,Vsn, — 0

pour des éléments ay 1, ..., as,, € K. En posant v; = a;1v; 1+ -+a;n, Vin, pourt=1,...,s,
on obtient vi+---4+vy = 0. Comme v; € V;pouri =1,...,set que V est la somme directe de
Vi,..., Vs, celaimplique v; = O pour ¢ = 1,...,s. On en déduit que a;; = --- = a;,,, = 0, car
B; est une base de V;. Ainsi, on a a1; = -+ = a,,, = 0. Cela montre que B est linéairement
indépendant. [

Corollaire 1.4.9. SiV =V, ® --- ® Vs est de dimension finie, alors
dimg V = dimg (V7)) + - - - + dimg (V5).

Preuve. En utilisant la proposition 1.4.8 en conservant les mémes notations, on a

dimg V = [B| =) [B| =) dimg(V5).
=1 =1

Ezemple 1.4.10. Dans 'exemple 1.4.7, on a R? = V; @ V5. On trouve que

2 0
81:{ 0 }et Bgz{ o |.[ -1 }

1 1 1

sont respectivement des bases de Vi et de V5 (en effet, By est un sous-ensemble linéairement
indépendant de V5 formé de 2 éléments et dimg(V2) = 2, donc c’est une base de V3). On en
déduit que

2 -1 0
B:Blﬂb’Q:{ o], [ o |. | =1 }
1 1 1
est une base de R3.
Exercices.
1.4.1. Démontrer la proposition 1.4.4.
1.4.2. Soient Vi,...,V, des sous-espaces d’un espace vectoriel V' sur un corps K. Montrer

que leur somme est directe si et seulement si
Vin (Vigr +--- + V) = {0}

pour 2 =1,...,8 — 1.
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1.4.3. Soient Vi, ..., V, des sous-espaces d'un espace vectoriel V' sur un corps K. Supposons
que leur somme soit directe.

(i) Montrer que, si U; est un sous-espace de V; pouri = 1, ..., s, alors la somme Uy +- - - +Us
est directe.

(ii) Montrer que, si v; est un élément non nul de V; pour i = 1,..., s, alors vi,..., Vv, sont
linéairement indépendants sur K.

1.4.4. On considére les sous-espaces de R* donnés par

i

Montrer que R* = V; @ Va.

=W N =
_ = O =
_ -0 O
NN O =
\/

1.4.5. Soient

Vi={f:Z—-R; f(—x)= f(z) pour tout x € Z }
et Vo={f:Z—R; f(—x)=—f(x) pour tout = € Z }.

Montrer que V; et V5 sont deux sous-espaces de F(Z,R) et que F(Z,R) = V; & V4.

1.4.6. Soient Vi, V5, ...,V des espaces vectoriels sur un méme corps K. Montrer que

‘GX‘/QX"‘X‘/S
= (Vix{0} x---x{0}) ® ({0} x Vox ---x {0}) @ --- @ ({0} x --- x {0} x V).
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Chapitre 2

Retour sur les applications linéaires

Le corps K des scalaires étant fixé, une application linéaire d’un espace vectoriel V' dans
un espace vectoriel W est une fonction qui “commute” a 'addition et la multiplication par les
scalaires de K. Ce second chapitre de préliminaires passe en revue les notions d’application
linéaire, noyau et image, et les opérations qu’on peut effectuer sur les applications linéaires
(addition, multiplication par un scalaire et composition). On revoit ensuite les matrices des
applications linéaires relatives & un choix de bases, comment elles se comportent face aux
opérations mentionnées ci-dessus et aussi face & un changement de bases. On examine le
cas particulier des opérateurs linéaires sur un espace vectoriel V', c¢’est-a-dire les applications
linéaires de V' dans lui-méme. On prétera spécialement attention a la notion de sous-espace
invariant sous un opérateur linéaire qui joue un role fondamental dans la suite.

2.1 La notion d’application linéaire

Définition 2.1.1. Soient V' et W des espaces vectoriels sur K. Une application linéaire de V'
dans W est une fonction 7': V' — W qui satisfait

ALl. T(v+ V') =T(v)+T(v') pour tout choix de v,v' € V|

AL2. T(ev) =c¢T(v) pour tout ¢ € K et tout v e V.

On rappelle les résultats suivants :

Proposition 2.1.2. Soit T': V — W une application linéaire.
(i) L’ensemble ker(T') := {v; T'(v) = 0}, appelé noyau de T, est un sous-espace de V.
(ii) L’ensemble Im(T') :={T(v); v € V'}, appelé image de T', est un sous-espace de W.

1) L ’application linéaire T est injective si et seulement si ker(1T') = {0}. Elle est surjective
] J
st et seulement si Im(T) =W.

(iv) Si'V est de dimension finie, on a

dimg V = dimg (ker(T")) + dimg (Im(77)).

13
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Ezemple 2.1.3. (Application linéaire associée a une matrice.) Soit M € Mat,,x, (K).
L’application
Ty : K" — K™
X — MX

est linéaire (cela découle immédiatement des propriétés du produit matriciel). Son noyau est
ker(Ty) :={X € K"; MX = 0}

c’est donc ’ensemble-solution du systéme homogéne M X = 0. Si C4,...,C,, désignent les
colonnes de M, on trouve

Im(Ty)={MX; X € K"}
I
—{@ay| o | ame k)
Ty
={0:C1+ - +2,C; x1,...,0, € K}
=(C1,...,Ch)k-

Donc son image est ’espace-colonne de M. Comme la dimension de ce dernier est le rang de
M, la formule (iv) de la proposition 2.1.2 redonne le résultat connu :

dim{X € K"; MX =0} =n — rang(M).
Ezxemple 2.1.4. Soient V; et V5 des espaces vectoriels sur K. La fonction

T ‘/1)(‘/2 — ‘/1

(V1>V2) — Vi

est une application linéaire car si (v, va) et (v, v}) sont des éléments de V; x Vs et sic € K,

on trouve .y / /
T ((vi,ve) 4+ (V1, vy)) = T (Vi + V], Vo + V5)

= 7T1<V1,V2) + 77'1(V/17V/2>
et

m(c(vi,va)) = m(cvy,cve) = cvy = cmi(vy, Vo).

On trouve aussi
ker(m) = {(v1,v2) € Vi x Vo; vi =0} = {(0,va); vo € Vo} = {0} x V5,
et Im(m) ="V car vi =m(vy1,0) € Im(m) pour tout vi € Vi. Ainsi m; est surjective.

L’application 71 : V) X Vo — Vi s’appelle la projection sur le premier facteur. On montre
de méme que 'application
Ty @ ‘/1 X ‘/2 — ‘/2

(V1>V2) = V3
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appelée projection sur le second facteur est linéaire et surjective de noyau V; x {0}. De
maniére semblable, on montre encore que les applications

iw: Vi — VixV, et o Vo — VixVW
vy (V17 0) Vo (07 VQ)

sont linéaires et injectives, d’images respectives V7 x {0} et {0} x V5.

On conclut cette section avec le résultat suivant, crucial pour la suite, dont on verra au
chapitre 9 qu’il se généralise aux applications dites “bilinéaires” (voir aussi appendice B
pour le cas encore plus général des applications multilinéaires).

Théoréme 2.1.5. Soient V' et W des espaces vectoriels sur K, avec dimg (V) = n. Soient
{v1,...,vp} une base de 'V, et wy,..., w, une suite de n éléments quelconques de W (pas
nécessairement distincts). Alors, il existe une et une seule application linéaire T:V — W
qui satisfasse T(v;) = w; pour i =1,...,n.

Preuve. 1° Unicité. S’il existe une telle application linéaire 7', alors

T(iaivl) = ialT(vl) = iaiwi
=1 i=1 i=1

pour tout choix de aq,...,a, € K. Cela détermine 7' de maniére unique.

2° Existence. Considérons la fonction T: V' — W définie par la formule

n

T (Zaiw) = Zn:azwz
=1

i=1

Elle satisfait T'(v;) = w; pour @ = 1,...,n. Il reste & montrer qu’elle est linéaire. On trouve

T(iaivi + ia;vl) = T(i(ai + ag)vi)
i—1 =1 i

= Xn:(ai + a))w;
i—1

= iaiwi + iagwi
i—1 i—1

— T<Zn:a,-vi> + T<zn:agvi>,

i—1 j=1

pour tout choix de ay,...,an,d,...,al, € K. On vérifie aussi que

T (ciaivi> =cT (iaiw) ,
i=1 i=1

pour tout ¢ € K. Donc T est bien une application linéaire. Il
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2.2 L’espace vectoriel Ly (V, W)

Soient V' et W des espaces vectoriels sur K. On désigne par L (V, W) I'ensemble des
applications linéaires de V' dans W. On rappelle d’abord que cet ensemble est naturellement

muni d’une addition et d’'une multiplication par les éléments de K.

Proposition 2.2.1. Soient T1: V. — W et T5: V. — W des applications linéaires, et soit

ce K.
(i) La fonction Ty +T5: V. — W donnée par

(T + T3)(v) =Ty (v) + Ta(v)  pour tout v eV

est une application linéaire.
(ii) La fonction c¢Ty: V — W donnée par

(cTy)(v) =cTi(v) pour tout veV

est ausst une application linéaire.

Preuve de (i). Pour tout choix de vy, vy € V et de a € K, on trouve en effet :

(Tl + TQ)(Vl + Vg)

T1 (Vl + V2> + T2 (Vl + V2> (déﬁnition de T1 + TQ)
(T (vy) + T1(va)) + (Ta(vy) + Ta(va))  (car Ty et T3 sont linéaires)
(Th(v1) + Ta(v1)) + (Ti(v2) + To(v2))

(Tl + TQ)( ) (Tl + TQ)(VQ), (déﬁnltlon de T1 -+ TQ)
(T1 + Tg)((l Vl) = T1 (a Vl) + TQ( Vl) (déﬁnlthn de T1 + Tg)
= aTi(v1)+aTr(vy) (car T et T3 sont linéaires)
= a(Ti(v1) + Tr(v1))
= (Tl + TQ)( 1). (déﬁnition de T1 + TQ)
Donc T7 4 T5 est linéaire. La preuve que ¢ T} est linéaire est semblable. O

Exemple 2.2.2. Soit V un espace vectoriel sur Q, et soient 71: VXV — Vet m: VXV -V

les applications linéaires définies, comme a 'exemple 2.1.4, par
T (Vvi, Vo) = Vi et ma(Vi, Vi) = Vo

pour tout (vq,ve) € V x V. Alors

1) m +my: V x V — V est 'application linéaire donnée par

(7'('1 + 7T2)(V1,V2) = 7T1(V17V2) + 7T2(V1,V2) =V + Vo,

2) 3m: V x V — V est I'application linéaire donnée par

(37T1)(V1a V2) - 371-1 (V1; VQ) = 3V1.
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En combinant addition et multiplication par un scalaire, on peut par exemple former

3m +5m : VxV — V
(Vl,VQ) — 3V1+5V2.

Théoréme 2.2.3. L’ensemble Li(V,W) est un espace vectoriel sur K pour l’addition et la
multiplication par un scalaire définies dans la proposition 2.2.1.

Preuve. 11 suffit de vérifier que ces opérations satisfont les 8 axiomes requis pour faire de
L (V,W) un espace vectoriel sur K.

On note d’abord que la fonction O: V' — W donnée par
O(v) =0 pour tout veV

est une application linéaire (donc un élément de Lx(V,W)). On note aussi que, si T €
L (V,W), alors la fonction —7": V' — W définie par

(=T)(v) =—=T(v) pourtoutveV

est aussi une application linéaire (c¢’est (—1)7"). Il suffit donc de montrer que, pour tout choix
de a,b € K et de T1, T2, T3 € Lx(V,W), on a

1) T1+(T2+T3):(T1+T2)+T3
T1+T2:T2—|—T1

CL(Tl +T2) = CLTl +bT2

Montrons par exemple la condition 8). Pour établir que deux éléments de L (V, W) sont
égaux, il faut montrer qu’ils prennent les mémes valeurs en chaque point de leur domaine
V. Dans la cas de 8), cela revient a vérifier que (a (7} +13))(v) = (a Ty + a T3)(v) pour tout
vel.

Soit v € V. On trouve

(a (T + T2))(v) = a(Ty + T2)(v)

= a(T1(v) + T3(v))
aTi(v) + aTz(v)
(aT1)(v) + (aT2)(v)
= (a1} + aT3)(v).

Donc, on a bien a(77 + 1) = a1y + aTs. O
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Ezemple 2.2.4. On sait que K est un espace vectoriel sur K. Donc, pour tout espace vectoriel
V', Pensemble Lk (V, K) des applications linéaires de V' dans K est un espace vectoriel sur
K. On Iappelle le dual de V' et on le note V*. Un élément de V* s’appelle une forme linéaire
sur V.

Exercices.

2.2.1. Compléter la preuve de la proposition 2.2.1 en montrant que c¢77 est une application
linéaire.

2.2.2. Compléter la preuve du théoréme 2.2.3 en montrant que les conditions 3), 6) et 7)
sont remplies.

2.2.3. Soit n un entier positif. Montrer que, pour ¢ = 1,...,n, la fonction
fi: K™ — K
T
Ty

est un élément du dual (K™)* de K, et que {f1,..., fn} est une base de (K™)*.

2.3 Composition

Soient U, V et W des espaces vectoriels sur un corps K. On rappelle que si S: U — V et
T:V — W sont des applications linéaires, alors leur composée T'o S: U — W donnée par

(T'o S)(u) =T(S(u)) pour tout ue U

est aussi une application linéaire. Dans la suite, on utilisera beaucoup le fait que la compo-
sition est distributive sur I'addition et qu’elle “commute” & la multiplication par un scalaire
de K comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.3.1. Soient S,51,5, € Lg(U, V) et T,T1,Ty € Lg(V,W), et soit c € K.
On a

(i) (T +Ty)0oS=T084+T,08,

(i) To(Sy+5)=ToS +TolS,,

(iii) (cT)oS=To(cS)=¢cToS.
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Preuve de (i). Pour tout u € U, on a

(Ty + T2) 0 S)(u) = (T1 + 13)(S(u))
=Ti(S(u)) + T2(S(u))
— (0 $)(w) + (T 0 5)(w)
=(T10S+T508)(u).

Les preuves de (i) et de (7i) sont semblables. O

Soit T': V' — W une application linéaire. On rappelle aussi que, si 1" est bijective, alors
la fonction inverse T7-': W — V caractérisée par

Tl w)=u <= Tu)=w
est aussi une application linéaire. Elle satisfait
T oT =1, e ToT '=Iy

on Iy : V. — Vet Iw: W — W désignent respectivement les applications iden-
VoV W o= W

tités de V et de W.

Définition 2.3.2. On dit qu'une application linéaire T": V' — W est inversible s’il existe une
application linéaire S: W — V telle que

SOT:IV et TOS:IW (21)

Les observations précédentes montrent que si 1" est bijective, alors elle est inversible.
Par ailleurs, si 7" est inversible et si S: W — V satisfait (2.1), alors T" est bijective et
S = T~!. Une application linéaire inversible n’est donc rien d’autre qu’une application
linéaire bijective. On rappelle le fait suivant :

Proposition 2.3.3. Supposons que S: U — V et T:V — W soient des applications
linéaires inversibles. Alors U, V,W ont méme dimension (finie ou infinie). De plus

(i) T W — V est inversible et (T71)"1 =T,
(ii) ToS : U— W est inversible et (T oS)™ =S"1oT™ 1,

Une application linéaire inversible est aussi appelé isomorphisme. On dit que V est iso-
morphe & W et on écrit V ~ W, g’il existe un isomorphisme de V dans W. On vérifie
que

(i) VeV,
i) Vel = WV,
(iii) siU ~V et VW, alors U~ W.
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Il s’agit donc d’une relation d’équivalence sur la classe des espaces vectoriels sur K.
Le résultat suivant montre que, pour chaque entier n > 1, tout espace vectoriel de
dimension n sur K est isomorphe a K.

Proposition 2.3.4. Soit n € N*, soit V' un espace vectoriel sur K de dimension n, et soit
B ={vi,...,vp,} une base de V. L’application

:V — K"
v — [V]s

est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K.

Preuve. Pour le prouver, on montre d’abord que ¢ est linéaire (exercice). Le fait que ¢ est
bijective découle directement de la proposition 1.3.6. O

Exercices.

2.3.1. Démontrer la partie (iii) de la proposition 2.3.1.

2.3.2. Soient V' et W des espaces vectoriels sur un corps K et soit 7': V' — W une application
linéaire. Montrer que la fonction 7%: W* — V* donnée par T*(f) = foT pour tout f € W*
est une application linéaire (voir 'exemple 2.2.4 pour les définitions de V* et W*). On dit
que T™ est 'application linéaire duale de T

2.4 Matrices des applications linéaires

Dans cette section, U, V et W dénotent des espaces vectoriels sur un méme corps K.

Proposition 2.4.1. Soit T: V — W une application linéaire. Supposons que B = {v1,...,v,}
soit une base de V' et que D = {wy,..., Wy} soit une base de W. Alors, il existe une et une
seule matrice de Mat,,«,(K), notée [T 5, telle que

[T(V)]p = [T]53[v]s pour tout vevV.
Cette matrice est donnée par
(T = (ITvilp- [TVl )

c’est-a-dire que la j-ieme colonne de [T15 est [T'(v;)|p.
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Essayer d’en retrouver la preuve sans regarder I’argument donné ci-dessous. C’est un bon
exercice !

Preuve. 1° Existence : Soit v € V. Ecrivons

a1
Vls =
Qp

Par définition, cela signifie que v = a;vy + - - - + a,v,, donc
T(v)=a1T(vi)+ -+ a,T(vy).

Comme application W K™ est linéaire (voir la proposition 2.3.4), on en déduit que
w w

= [wlp

[T(V)]p = ar[T(vi)lp + - + au[T(va)]p

a1

2° Unicité : Si une matrice M € Mat,,,(K) satisfait [T'(v)]p = M][v]|g pour tout
v € V, alors, pour 7 =1,...,n, on obtient

T(v)]lp=Mvijlg=M 1 «— j-iéme ligne

0
= j-iéme colonne de M.

Donc M = [T']5. O

Ezemple 2.4.2. Soit M € Mat,,«,(K) et soit

Ty : K" — K"
X — MX

I'application linéaire associée a la matrice M (voir I'exemple 2.1.3). Soient € = {ey,...,e,}
la base canonique de K™ et F = {fy,... £, } cellede K™. Pour tout X € K™ et tout Y € K™,
on a

X]le=X et [Y]g=Y
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(voir ’exemple 1.3.7), donc
Ty (X)]Fr=[MX]r=MX = M[X]e.

On en déduit que

[TM]i =M,
c’est-a-dire que M est la matrice de T}, relative aux bases canoniques de K™ et de K.
Théoréme 2.4.3. Avec les notations de la proposition 2.4.1, lapplication

Lig(V,W) — Mat,,xn(K)
T — [T]3

est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K.

Preuve. 1° On montre que cette application est linéaire. Pour cela, on choisit 11,7, €
Li(V,W) et ¢c € K quelconques. On doit vérifier que

1) [T+ T3 = T3 + [T2]3,
2) [cTi]p = c[Th]3.
Pour démontrer 1), on note que, pour tout v € V, on a

(11 + T2)(v)]p =

Alors 1) suit en vertu de l'unicité de la matrice associée a 1) + T5. La preuve de 2) est
semblable.

2° 1l reste & montrer que I'application est bijective. La proposition 2.4.1 montre déja
qu’elle est injective. Pour montrer qu’elle est surjective, on choisit une matrice arbitraire
M € Mat,,x,(K). On doit montrer qu’il existe T' € Lx(V, W) telle que [T']5 = M. Pour y
parvenir, on considére ’application linéaire

Ty : K" — K"
X — MX

associée a M. La proposition 2.3.4 montre que les applications

p: V. — K" et v: W — KT

v — [V]s w — [W]p
sont des isomorphismes. Alors la composée
T=vtoTyop: V—W
est une application linéaire, ¢’est-a-dire un élément de Lx(V,W). Pour tout v € V', on a
[TW)lp =¢(T(v)) = (W oT)(v) = (Th o p)(v) = Tu(e(v)) = Tu([v]s) = M[v]s,

donc M = [T']5, comme requis. O
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Corollaire 2.4.4. Si dimg (V) =n et dimg (W) =m, alors dimg Lx(V,W) =mn.

Preuve. Comme Ly (V, W) =~ Mat,,«,(K), on obtient

dimg Lx(V, W) = dimg Mat,,x,(K) = mn.
[l

Ezxemple 2.4.5. Si V est un espace vectoriel de dimension n, il découle du corollaire 2.4.4
que son dual V* = L (V, K) est de dimension n -1 = n (voir 'exemple 2.2.4 pour la notion
de dual de V). De méme l'ensemble Lx(V, V) des applications de V' dans lui-méme est de
dimension n - n = n?.

Proposition 2.4.6. Soient S: U —V et T:V — W des applications linéaires. Supposons
que U, V., W soient de dimension finie, et que A, B et D soient des bases de U, V et W
respectivement. Alors on a

10 S)p = [T13 S5 -

Preuve. Pour tout u e U, on a

[T'o S(u)lp = [T(S(w))lp = [T]

S
g2
£
%
|
=
SE
pa—
il
RPN
£
b
N—
I
—
=
SE
5
PSS
SN—
£
N

Corollaire 2.4.7. Soit T:V — W une application linéaire. Supposons que V et W aient
méme dimension finie n et que B et D soient des bases respectives de V et W. Alors T est
inversible si et seulement si la matrice [ T3 € Mat,x,(K) est inversible, auquel cas on a

Preuve. Si T est inversible, on a
ToT'=1Iy et T 'oT=1I,
donc
I, = [Iw]lp = [ToT']p = [T]RT]E
et I, = [Iv]§ = [T7'oT|g = [T'F[T]3

Par suite [T']3 est inversible et son inverse est [T71]%.

Réciproquement, si [T ]2 est inversible, il existe une application linéaire S: W — V telle
que [S])E = ([T]g)_1 . On obtient

[ToSB = [TR[SE = 1. = [Iwlp
g g - 4in = []V]B7

et [SoT)E = [S]

donc T oS = Iy et SoT = Iy. Par suite T est inversible et son inverse est 77! = S. O
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2.5 Changements de coordonnées

On rappelle d’abord la notion de matrice de changement de coordonnées.

Proposition 2.5.1. Soient B = {vy,...,v,} et B = {v],...,v.} deux bases d’un méme
espace vectoriel V' de dimension n sur K. Il existe une et une seule matrice inversible P €
Mat,,«,(K) telle que

[vlz = Plv]s

pour tout v € V. Cette matrice est donnée par
P=11v 1 = (Vils - Valw)

c’est a dire que la j-iéme colonne de P est [v;]g pour j =1,...,n. Son inverse est
P =11y ] = (Wils+ Vils).

Preuve. Puisque 'application identité Iy, de V' est linéaire, la proposition 2.4.1 montre qu’il
existe une et une seule matrice P € Mat,,«,(K) telle que

Vg = [1v(v)]s = P[v]s

pour tout v € V. Cette matrice est

P[] = ([v(v)ls - [ (vals ) = (vilsr - [valw ).
De plus, comme [y est inversible, égale a son propre inverse, le corollaire 2.4.7 donne
P =[] = [Iv]E.
O

La matrice P s’appelle la matrice de passage des coordonnées en base B auz coordonnées
en base B'. Pour abréger, on dit aussi que c’est la matrice de passage de B a B'.

1
2
|B| = 2 = dimg R? et que B est formé de vecteurs linéairement indépendants. Pour la méme

raison B’ = { (_11) , (é) } est aussi une base de R%. On trouve que

(o) =2(5) () o ()= (h) ++0),

Ezemple 2.5.2. L’ensemble B = { < ) , (;) } est une base de R? car sa cardinalité est

donc
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et par suite

pour tout v € R2.

On peut aussi faire le calcul par I'intermédiaire de la base canonique £ = { (é) , (?) }

de R?. Comme g2 = Ip2 o Ip2, on trouve
[ Ir2]gr = [Igeli [ Tre]2
A -1
= ([5=lf) (19
/1 1N
S\ -1 0 2 3
(0 -1 11\ (-2 =3
L1 1 2 3 ) 3 4
La seconde démarche employée dans l'exemple ci-dessus se généralise aisément. Cela

donne :

Proposition 2.5.3. Si B, B’ et B” sont trois bases d’un méme espace vectoriel V', on a

(I8, =115 [ ]5.

Les matrices de changement de coordonnées permettent aussi de relier entre elles les
matrices d’'une application linéaire T": V' — W par rapport a divers choix de bases pour V'
et pour W.

Proposition 2.5.4. Soit T: V — W une application linéaire. Supposons que B et B’ soient
des bases de V' et que D et D' soient des bases de W. Alors on a

(T3 = [Iwlp [TIB[IV]E.
Preuve. Pour le voir, il suffit d’écrire T' = Iy 0T o I, et d’appliquer la proposition 2.4.6. [l

On conclut avec le rappel du résultat suivant dont la preuve est laissée en exercice, et
qui fournit un complément utile a la proposition 2.5.1.

Proposition 2.5.5. Soit V' un espace vectoriel sur K de dimension finie n, soit B =
{v1,...,vp} une base de V, et soit B = {v},..., v} un ensemble de n éléments de V.
Alors B’ est une base de V' si et seulement si la matrice

P = (Vils+ Vils)

est inversible.
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2.6 Endomorphismes et sous-espaces invariants

Une application linéaire T': V' — V d’un espace vectoriel V dans lui-méme s’appelle un
endomorphisme de V', ou encore un opérateur linéaire sur V. On désigne par

Endg (V) := Lk (V,V)

I’ensemble des endomorphismes de V. En vertu du théoréme 2.2.3, c’est un espace vectoriel
sur K.

Supposons que V' soit de dimension finie n et que B = {vy,...,v,} soit une base de V.
Pour tout opérateur linéaire 7: V' — V| on écrit simplement [T |z pour désigner la matrice
[T]5. Avec cette convention, on obtient

[T(v)|g=[T]g[v]g pour tout veV.
Le théoréeme 2.4.3 nous apprend qu’on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
Endg(V) — Mat,xn(K).
T +— [T]B

Cela implique :
dimg(Endg (V) = dimg (Mat, ., (K)) = n?.

De plus, si T} et T, sont deux opérateurs linéaires sur V' et si ¢ € K, alors on a :
Ty + Tals = [Th|s + [To]s et [cTi]s = c[T1]s.

Par ailleurs, la composée T) oT5: V' — V est aussi un opérateur linéaire sur V' et la proposi-
tion 2.4.6 donne
[Tl o TZ]B = [Tl]B [TQ]B-

Enfin, les propositions 2.5.1 et 2.5.4 nous apprennent que, si B’ est une autre base de V,
alors, pour tout 7" € Endg (V'), on a

ou P=[Iy]%.

Comme on 'a expliqué dans l'introduction, un des objectifs principaux de ce cours est
de donner une description la plus simple possible d’un endomorphisme d’un espace vectoriel.
Cette description passe par la notion suivante :

Définition 2.6.1. Soit T' € Endg (V). On dit qu’un sous-espace U de V est T-invariant si

T(u) € U pour tout u € U.

Le résultat suivant est laissé en exercice :
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Proposition 2.6.2. Soit T' € Endg (V) et soient Uy, ..., Us des sous-espaces T-invariants
deV. Alors Uy +---+ U, et Uy N ---NUg sont ausst T-invariants.

On montre encore :

Proposition 2.6.3. Soit ' € Endg (V) et soit U un sous-espace T-invariant de V. La
fonction

n,:-Uuv — U
u — T(u)

est une application linéaire.

On dit que T’U est la restriction de T' a U. La proposition 2.6.3 nous apprend que c’est
un opérateur linéaire sur U.

Preuve. Pour tout choix de uy,uy € U et de c € K, on a
T’U(ul + 112) = T(u1 + UQ) = T(ul) + T(HQ) = T‘U(ul) + T|U<UQ),

T),(cu) =T(cw) =cT'(uy) = cT| (wm).

Donc T|U: U — U est bien linéaire. L]

Enfin, le critére suivant est utile pour déterminer si un sous-espace de U de V' est invariant
sous un endomorphisme de V.

Proposition 2.6.4. Soit T € Endg (V) et soit {uy,...,u,} un systéme de générateurs d’un
sous-espace U de V. Alors U est T-invariant si et seulement si T'(w;) € U pouri=1,...,m.

Preuve. Par définition, si U est T-invariant, on a T'(uy),...,T(u,,) € U. Réciproquement,
supposons que T'(u;) € U pour i = 1,...,m et choisissons un élément quelconque u de U.
Comme U = (uy,...,u, )k, il existe ay, ..., a, € K tels que u = a;u; + - - - + au,,. On en
déduit

T(u) = ai T(ul) + -+ amT(um) eU.

Donc U est T-invariant. O

Ezemple 2.6.5. Soit Co(R) 'ensemble des fonctions f: R — R qui sont indéfiniment diffé-

rentiables. La dérivation
D: Co(R) — Cu(R)

f—f

est un opérateur R-linéaire sur Coo(R). Soit U le sous-espace de C(R) engendré par les
fonctions f1, fo et f3 données par

filz) =€, folx) =xze*,  fi(z) =a2*e*.
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On trouve, pour tout = € R,

filz) = 2e" = 2f1(),
fo(x) = % + 2z e = fi(x) + 2fa(x),
fi(x) = 22 e* 4 227 ¥ = 2fy(x) + 2f3(x).
Donc
D(fi)=2fi, D(fo)=fi+2f, D(fs)=2fa+2fs (2.2)

appartiennent a U et par suite U est un sous-espace D-invariant de Co.(R).

Les fonctions fi, fo et f3 sont linéairement indépendantes, car si ay, as,az € R satisfont
ay f1 + as fo + as f3 = 0, alors on a

a1 €* + asxr €*® + azzr?e** =0  pour tout = € R.
Comme €2* # 0 quel que soit € R, on en déduit (en divisant par e**)
a1 + asx +azx®> =0 pour tout x € R

et par suite a; = ay = a3 = 0 (un polynoéme non nul de degré 2 posséde au plus 2 racines).
Donc B = {fi, f2, f3} est une base de U et les formules (2.2) livrent

D]y ls =

S O N
S N =
NN O

En combinant les considérations précédentes a celles de la section 1.4, on obtient :

Théoréme 2.6.6. Soit T: V — V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de di-
mension finie. Supposons que V' soit la somme directe de sous-espaces T-invariants Vi, ..., V.
Soit B; = {Vi1,...,Vin, } une base de V; pour i =1,...,s. Alors

B:Blﬂ"'HBs:{Vl,l,...,Vlnl, ...... ,Vsl,...,VsnS}

est une base de 'V et on a

7], )5 0 0
0 [T, ) -+ O

[T]s = : :2 .. : ’ (2.3)
A

c’est-a-dire que la matrice de T relative a la base B est diagonale par blocs, le i-iéme bloc de
sa diagonale étant la matrice [T|V.]Bi de la restriction de T' a V; relative a la base B;.

Le fait que B soit une base de V' découle de la proposition 1.4.8. On démontre la formule
(2.3) par récurrence sur s. Pour s = 1, il n’y a rien a démontrer. Pour s = 2, il est plus facile
de changer de notation. On est ainsi amener a démontrer :
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Lemme 2.6.7. Soit T: V — V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V' de dimension
finie. Supposons que V.= U & W ou U et W sont des sous-espaces T-invariants. Soient

A={w,...,u,} une base de U et D = {wy,...,w,} une base de W. Alors

B={uy,...,un,wy,...,w,}
est une base de V et
[T),]a 0
T)s = U .
[Tls < 0 7|yl
Preuve. Ecrivons [T‘U]A = (a;j) et [T|W]D = (b;j). Alors, pour j =1,...,m, on a:
QA1
Qi
T(uy) =T, (05) = g + - F @y = [T(w)ls= |
0
De méme, pour j =1,...,n,0on a:
0
0
T(WJ) = T|W(Wj) = blel + -+ bnjwn — [T(W])]B = blj
by

Par suite,

(Tls = ([T@))s. [T ), D)5, . [T(w,)]5)

ay o ap, 0 -0 0
B P A | IO |
- 0 -+ 0 by - by,

0 -+ 0 by - bpy

= (8 )
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Preuve du théoréme 2.6.6. Comme on I'a expliqué plus tot, il suffit de démontrer (2.3). Le
cas ou s = 1 est clair. Supposons maintenant s < 2 et que le résultat soit vrai pour les
valeurs inférieures de s. Les hypothéses du lemme 2.6.7 sont remplies pour le choix de

U=V, A=8B, W=Ve ---dV, et D:=B,11---1IB,.

[T|V1]31 0
[T]s = ( 0 [T|W]D>

Comme W = V5,®- - - BV est somme directe de s—1 sous-espaces T|W—invariants, I’hypothése
de récurrence donne

On a donc

[T|V2]32 0
0 o [Tl
car (T|W) v =T, pouri=2,... s La conclusion suit. O
Exercices.

2.6.1. Démontrer la proposition 2.6.2.

2.6.2. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soient S et T des opérateurs linéaires
sur V' qui commutent entre eux, ¢’est-a-dire tels que S oT = T o S. Montrer que ker(S) et
Im(.S) sont des sous-espaces T-invariants de V.

2.6.3. Soit D Popérateur de dérivation sur I'espace C(R) des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables f: R — R. On considére le sous-espace vectoriel U = (1,z,..., 2™ )r de Co(R)
pour un entier m > 0.

(i) Montrer que U est D-invariant.

(ii) Montrer que B = {1,z,...,2™} est une base de U.

(iii) Calculer [D) I

2.6.4. Soit D comme dans lexercice 2.6.3, et soit U = ( cos(3x), sin(3x), x cos(3z), x sin(3z) )r.
(i) Montrer que U est D-invariant.

(ii) Montrer que B = {cos(3x), sin(3z), x cos(3z), zsin(3z)} est une base de U.

(

iii) Calculer [ D|y 5.

2.6.5. Soit V un espace vectoriel de dimension 4 sur Q, soit A = {vy, vy, v3, v4} une base de
V, et soit T': V — V D'application linéaire déterminée par les conditions

T(vy) = vi + va + 2v3, T(vy) = Vi + Vo + 2vy,
T(Vg) =V] — 3V2 + V3 — Vy, T(V4) = —3V1 + Vo — V3 + V4.
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(i) Montrer que By = {vy + va, V3 + v4} et By = {v] — vo, v3 — v4} sont les bases
respectives de sous-espaces T-invariants V; et V5 de V tels que V = V] & V5.
(ii) Calculer [T|V1 |5, et [T|V2 |5,, et en déduire [T | ou B = By [] Bo..

2.6.6. Soit T: R® — R3 P’application linéaire dont la matrice relative a la base canonique £
de R? est

(i) Montrer que By = {(1,1,1)"} et By = {(1,—1,0), (0,1,—1)} sont les bases respec-
tives de sous-espaces T-invariants V; et V5 de R3 tels que R? = V; @ V5.
(ii) Calculer [T‘V1 |5, et [T|v2 |5,, et en déduire [T | ou B = By [] Bo.

2.6.7. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, soit 7: V' — V un endo-
morphisme de V', et soit n = dimg (V). Supposons qu’il existe un entier m > 0 et un vecteur
veVitelsque V= {(v,T(v), T*v),...,T™(v) ). Montrer que B = {v,T(v),...,T" 1 (v)}

est une base de V' et qu'’il existe ag,...,a,_1 € K tels que
0 0 . 0 ao
1 0 . 0 ay
00 ... 1 Ap—1

Note. On dit qu'un espace vectoriel V avec la propriété ci-dessus est T'-cyclique, ou tout
simplement cyclique.

Les trois derniers exercices proposent des exemples de la situation générale présentée a
I’exercice 2.6.7.

2.6.8. Soit T': R? — R? I'application linéaire dont la matrice en base canonique £ est

ne-(33)

(i) Posons v = (1,1)". Montrer que B = {v,T(v)} forme une base de R
(i) Déterminer [T%(v)]s.
(iii) Calculer [T ]p.

2.6.9. Soit V un espace vectoriel de dimension 3 sur Q, soit A = {vy, Vs, v3} une base de V,
et soit T': V' — V D'application linéaire déterminée par les conditions

T<V1) = Vi + Vs, T(V2) =Vvy—Vy et T(Vg) = Vs.

(i) Donner [T'] 4.
(ii) Montrer que B = {vy,T(vy),T%(v,)} forme une base de V.
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(iii) Calculer [T ]p.

2.6.10. Soit U = (1,¢e%,e?® )gr C Coo(R) et soit D la restriction & U de Popérateur de dériva-
tion sur Co(R). On admettra que A = {1,¢e”, e**} est une base de V.

(i) Soit f(z) =1+ e+ €2*. Montrer que B = { f, D(f), D*(f) } est une base de V.

(i) Calculer [D |g.



Chapitre 3

Retour sur la diagonalisation

Dans ce chapitre, on rappelle comment déterminer si un opérateur linéaire ou une matrice
carrée est diagonalisable et si oui comment procéder a sa diagonalisation.

3.1 Déterminants et matrices semblables

Soit K un corps. On définit le déterminant d’une matrice carrée A = (a;;) € Mat,«n(K)
par

det(A) = Z €(j17 e 7jn)a1j1 N anjn

(jl ----- jn)ESn
ou S, désigne l'ensemble des permutations de (1,2,...,n) et ou, pour une permutation
(J1y- -+ Jn) € S, V'expression €(ji, ..., j,) représente la signature de (ji,...,j,) donnée par

€1, -1 jn) = (_1)1\7(]’1 ,,,,, Jn)

ot N(ji,...,Jn) désigne le nombre de couples d’indices (k,l) avec 1 < k <1 < n et jp > j
(appelé le nombre d’inversions de (ji, ..., jn))-

Rappelons que le déterminant jouit des propriétés suivantes :

Théoréme 3.1.1. Soit n € N* et soient A, B € Mat,,«,(K). Alors on a :
(i) det(I) =1,

(ii) det(A") = det(A),

(i11) det(AB) = det(A)det(B),

ot I désigne la matrice identité n x n et At la transposée de A. De plus, la matrice A est
inversible si et seulement si det(A) # 0, auquel cas on a

(iv) det(A™!) = det(A)~.

33
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En fait, la formule pour le déterminant s’applique a toute matrice carrée a coefficients
dans un anneau commutatif. On trouvera dans I'appendice B une démonstration du théo-
réeme 3.1.1 dans ce cadre général, avec K remplacé par un anneau commutatif quelconque.

Les propriétés (iii) et (iv) de “multiplicativité” du déterminant entrainent le résultat
suivant.

Proposition 3.1.2. Soit T" un endomorphisme d’un espace vectoriel V' de dimension finie,
et soient B, B’ deux bases de V. Alors on a

det[T'|p = det[T |p

Preuve. On a [T]g = P~'[T]|gP ou P = [Iy )8, donc

det[T])zg = det(P 'T]gP)
det(P~ 1) det[ T det(P)
(
[

I
o.
)
-+

P)~'det[T]p det(P)

5

~

Cela permet de formuler :

Définition 3.1.3. Soit T': V' — V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V' de dimension
finie. On définit le déterminant de T' par

det(T) = det[T' |5
ou B désigne une base quelconque de V.

Le théoréme 3.1.1 permet d’étudier le comportement du déterminant sous la composition
des opérateurs linéaires :

Théoréme 3.1.4. Soient S et T des opérateurs linéaires sur un espace vectoriel V de di-
mension finie. On a :

(i) det(ly) =1,
(11) det(S oT) = det(S)det(T).
De plus, T' est inversible si et seulement si det(T) # 0, auquel cas on a

(iii) det(T~") = det(T)".

Preuve. Soit B une base de V. Comme [Iy]g = I est la matrice identité n X n, on a
det(ly) = det(I) = 1. Cela démontre (7). Pour (iii), on note, d’aprés le corollaire 2.4.7, que
T est inversible si et seulement si sa matrice [T |s est inversible et qu’alors

[T7]s=1[T]5"

On en déduit (zii). La relation (i7) est laissée en exercice. O
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Le théoréeme 3.1.4 illustre le phénomeéne indiqué dans I'introduction que, le plus souvent
dans le contexte de ce cours, un résultat sur les matrices admet un pendant en termes
d’opérateurs linéaires et vice-versa. On conclut avec la notion suivante :

Définition 3.1.5. Soit n € N* et soient A, B € Mat,«,(K) des matrices carrées de méme
format n x n. On dit que A est semblable & B (ou conjuguée a B), s'il existe une matrice
inversible P € Mat,,»,,(K), telle que B = P~' A P. On écrit alors A ~ B.

Ezxemple 3.1.6. SiT: V — V est un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V' de dimension
finie et si B et B’ sont deux bases de V, alors on a

ott P =[1Iy]8 donc [T]g et [T ]z sont semblables.

Plus précisément, on peut montrer :
Proposition 3.1.7. Soit T:V — V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V de

dimension finie, et soit B une base de V. Une matrice M est semblable o [T |5 si et seulement
s’il existe une base de B de V telle que M = [T |

Enfin le théoréme 3.1.1 fournit une condition nécessaire pour que deux matrices soient
semblables :

Proposition 3.1.8. Si A et B sont deux matrices semblables, alors det(A) = det(B).

La preuve est laissée en exercice. La proposition 3.1.2 peut étre vue comme un corollaire
de ce résultat joint a ’exemple 3.1.6.

Exercices.

3.1.1. Montrer que la similitude ~ est une relation d’équivalence sur Mat,, ., (K).
3.1.2. Démontrer la proposition 3.1.7.

3.1.3. Démontrer la proposition 3.1.8.
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3.2 Diagonalisation des opérateurs

Dans tout ce paragraphe, on fixe un espace vectoriel V' de dimension finie n sur un corps
K et un opérateur linéaire 7: V' — V. On dit que :

e T est diagonalisable s'il existe une base B de V telle que [T |5 soit une matrice diago-
nale,

e un élément A de K est une valeur propre de T s’il existe un vecteur v de V' non nul

tel que
T(v) = Av,

e un vecteur v non nul qui satisfait la relation ci-dessus pour un élément \ de K s’ap-
pelle un vecteur propre de T' ou plus précisément un vecteur propre de T pour la valeur
propre A.

On rapelle aussi que si A € K est une valeur propre de T" alors I’ensemble
Ey:={veV;T(v)=Av}
(encore noté E,(T)) est un sous-espace de V' car, pour v € V, on a
T(v)=Av << (T'=X)(v)=0

donc
Ey\ =ker(T — \I).

On dit que E) est 'espace propre de T pour la valeur propre X. Les vecteurs propres de T
pour cette valeur propre sont les éléments non nuls de E.

Pour chaque valeur propre A € K, I'espace propre E) est un sous-espace T-invariant de
V car,siv € Ey, on aT(v) = Av € E). On note aussi qu'un élément v de V' est un vecteur
propre de T' si et seulement si (v)g est un sous-espace T-invariant de dimension 1 de V'
(exercice).

Proposition 3.2.1. Lopérateur T est diagonalisable si et seulement si V' admet une base
constituée de vecteurs propres de T

Preuve. Soit B = {vy,...,v,} une base de V, et soient A;,..., A\, € K. On a

A1 0
[T']s = = T(vi)=Mvi, ..., T(va) = AV
0 An

La conclusion suit. O

Le point crucial de cette étude est le résultat suivant :
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Proposition 3.2.2. Soient \i,..., s € K des valeurs propres distinctes de T'. La somme
Ey\, + -+ B\, est directe.

Preuve. En vertu de la définition 1.4.1, il s’agit de montrer que le seul choix possible de
vecteurs vi € Ey,,..., Vs € I, tels que

est vi = -+ = vy = 0. Pour cela, on posséde par récurrence sur s, en notant d’abord que,
pour s = 1, c’est immédiat.

Supposons que s > 2 et que la somme E), + ---+ E)_ _, soit directe. Choisissons des
vecteurs vi € E),,...,v, € E), satisfaisant (3.1) et appliquons 7" aux deux membres de
cette égalité. Comme T'(v;) = \;v; pour i = 1,...,s et que T'(0) = 0, on obtient

MVy+ -+ vy =0. (3.2)
En soustrayant de (3.2) I’égalité (3.1) multipliée par As, on trouve
()\1 — )\5)V1 + -+ ()\5_1 - )\8>V8_1 =0.

Comme (\;—\)v; € E), pouri = 1,...,s—1 et que, par hypothése, la somme Fy, +- - -+E)__,
est directe, cela implique que

()\1 — /\5>V1 == ()\5_1 — )\S)Vs_l = 0.
Enfin, comme A\; ## \; pouri=1,...,s — 1, on conclut que vi = --- = v, = 0, puis, grace
a (3.1), que vy = 0. Donc la somme E), + ---+ E,, est directe. O

On en déduit :

Théoréme 3.2.3. L'opérateur T posséde au plus n = dimg (V') wvaleurs propres. Soient
A, ..., As les valeurs propres distinctes de T dans K. Alors T est diagonalisable si et seule-
ment si

dimg (V) = dimg (Ey,) 4 - - - 4 dimg (E,).

Si tel est le cas, on obtient une base B de V' constituée de vecteurs propres del" en concaténant
des bases de E,, ..., )\, et alors

A

0

chaque \; étant répété un nombre de fois égal a dimg (E},).
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Preuve. Supposons d’abord que Aj,..., s soient des valeurs propres distinctes de T' (pas
nécessairement toutes). Alors, comme la somme Ey, + - - + E)_ est directe, on trouve

dimg (Ey, + -+ + E),) = dimg(E),) + - - - + dimg (Ey,).
Comme E), +---+ E), CV et que dimg(F),) > 1 pour i = 1,...,s, on en déduit que
n=dimg (V) > dimg(E),) + - - - + dimg (E),) > s.
Cela démontre la premiére affirmation du théoréme : T posséde au plus n valeurs propres.

Supposons maintenant que Aq,...,\s soient toutes les valeurs propres distinctes de 7.
En vertu des propositions 3.2.1, 3.2.2 et du corollaire 1.4.9, on en déduit que

T est diagonalisable <= V =FE,, & - @ E),
— n= dlmK(E)\l) + -+ dimK(E/\s).

Cela démontre la seconde assertion du théoréme. La troisiéme et derniére découle du théo-
réme 2.6.6. O

Pour pouvoir en pratique diagonaliser T, c¢’est-a-dire déterminer une base B de V telle
que [T']s soit diagonale, si une telle base existe, il reste & pouvoir déterminer les valeurs
propres de T et les espaces propres correspondants. Comme F) = ker(T — AI) pour chaque
valeur propre A, le probléme se réduit a la détermination des valeurs propres de 7T'. Pour ce
faire, on s’appuie sur le résultat suivant :

Proposition 3.2.4. Soit B une base de V. Le polynome
carp(z) :=det(z I — [T ) € K|z]

ne dépend pas du choix de B. Les valeurs propres de T sont les racines de ce polynome dans

K.

Avant de passer a la démonstration de ce résultat, on note d’abord que l'expression
det(z I — [T ]g) est bien un élément de Klx], ¢’est-a-dire un polynome en = a coefficients
dans K. Pour le voir, écrivons [T |z = (a;;). Alors on a

T — a11 —aq2 s —Qip
—a r—a s — a9y,
det(z I — [T]5) = det . * ?
—Qp1 —Qp2 s T — Qpp (33)

= (x —a1)(r —an) - (r — apy) + (termes de degré < n — 2)
:"L‘n_(a'11+"'+ann)xn_1+"'

comme le montre la formule pour le développement du déterminant rappelée a la section 3.1.
Ce polynome s’appelle le polyndome caractéristique de T, d’ou la notation cary(X).
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Preuve de la proposition 3.2.4. Soit B’ une autre base de V. On sait que
[T)s =P TP
ott P =[I]8. On en déduit que

xl — [T}B’ IwI—Pil[T]BP: P71<J}I— [T][g) P,

donc
det(z] — [T]p) = det (P~'(zI — [T]) P)
= det(P) ' det(xI — [T']5) det(P) (3.4)
= det(x] — [T]B)

Cela démontre que le polynome det(xl — [T'|g) est indépendant du choix de B. Notez que
les calculs (3.4) font intervenir des matrices a coefficients polynomiaux dans K[z, et la
multiplicativité du déterminant pour un produit de telles matrices. Cela est justifié dans
I’appendice B. Si le corps K est infini, on peut contourner cette difficulté en identifiant les
polnomes de K[z] aux fonctions polynomiales de K dans K (voir la section 4.2).

Enfin soit A € K. Par définition, A est une valeur propre de T si et seulement si

ker(T'— AI) # {0} <= ilexiste ve V\ {0} tel que (I'—AI)v=0,
< ilexiste X € K"\ {0} tel que [T —AI|pX =0,
< det([T—AI]g)=0.

Puisque [T — M |p=[T g —ANI]g=[T]s— A = —(A —[T]g), on a aussi
det([T — A |p) = (—1)"carp(N).
Donc les valeurs propres de 1" sont les racines de carp(x). O
Corollaire 3.2.5. Soit B une base de V. Ecrivons [T s = (a;;). Alors le nombre
trace(T) := a1y + age + -+ + anp
appelé la trace de T ne dépend pas du choiz de B. On a

carp(z) = 2™ — trace(T) 2"t + -+ + (=1)" det(T).

Preuve. Les calculs (3.3) montrent que le coefficient de "~ dans det(z I — [T ]5) est égal a
—(a11+ -+ -+ ap,). Comme carp(x) = det(z] — [T ]5) ne dépend pas du choix de B, la somme
a1 + - -+ + any n’en dépend pas non plus. Cela démontre la premiére assertion du corollaire.
Pour la seconde, il suffit de montrer que le coefficient constant de cary(x) est (—1)™ det(T").
Or ce coefficient est

carp(0) = det(—[T'|g) = (—1)"det([T']g) = (—1)" det(T).
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Exemple 3.2.6. Avec les notations de 'exemple 2.6.5, on pose T = D|U ou U est le sous-

espace de Co(R) engendré par les fonctions fi(z) = €2%, fo(x) = xe®® et f3(x) = 2%, et

ou D est la dérivation sur Co(R). On a vu que B = {f1, fo, f3} est une base de U et que

Le polynome caractéristique de 1" est donc
carp(r) =det(xl — [T)g)=| 0 2-2 =2 |=(z—2)°
0 0 x—2

Comme z = 2 est la seule racine de (z — 2)® dans R, on en déduit que 2 est la seule valeur
propre de T'. L’espace propre de T' pour cette valeur propre est

Ey =ker(T — 21).
Soit f € U. On a

feb— (T-2I)(f)=0 < [T=21]5/fls =0 < ([T]s—2)[fls =0

010 t
<~ [ 00 2 |[fls=0 < [fls=]| 0 | avecteR
000 0

<~ f=tf avecteR.
Donc Ey = (f1)r est de dimension 1. Comme

le théoréme 3.2.3 nous apprend que 7" n’est pas diagonalisable.

Exercices.

3.2.1. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K, soit T: V — V un opérateur linéaire
sur V', et soient vy,...,Vvs des vecteurs propres de 1" pour des valeurs propres distinctes
A1, ..., As € K. Montrer que vy, ..., Vv, sont linéairement indépendants sur K.

Indice. On peut par exemple combiner la proposition 3.2.2 a l'exercice 1.4.3 (ii).

3.2.2. Soit V' = ( fo, f1,..., fu )r le sous-espace de C,(R) engendré par les fonctions f;(z) =
e pour i =0,...,n.
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i) Montrer que V est invariant sous 'opérateur e dérivation dans C. et que,

i) Mont V est i iant lopérat D de dérivation d Coo(R) et
pour i = 0,...,n, la fonction f; est un vecteur propre de D pour la valeur propre i.

ii) En utilisant I'exercice 3.2.1, en déduire que B = { fo, f1,..., fn} est une base de V.
ii) En utilisant I’ ice 3.2.1 dédui B t base de V

(ili) Calculer [D| 5.

3.2.3. On considére le sous-espace Py(R) de Coo(R) donné par Po(R) = (1,z,2%)g. Dans
chaque cas, déterminer si I'application linéaire donnée est diagonalisable et, si elle I'est,
construire une base dans laquelle sa matrice soit diagonale.

(i) T: P2(R) — Py(R) donnée par T'(p(z)) = p'(x).

(ii) T: Py(R) — P2(R) donnée par T'(p(x)) = p(2z).

3.2.4. Soit T': Matays(R) — Mateys(R) I'application linéaire donnée par T'(A) = A’
(i) Déterminer une base des espaces propres de 1" pour les valeurs propres 1 et —1.
(ii) En déduire une base B de Matoyo(R) telle que [T']5 soit diagonale et donner [1']g.

3.2.5. Soit S: R3 — R3 la symétrie par rapport au plan d’équation x +y + z = 0.
(i) Décrire géométriquement les espaces propres de S et donner une base de chacun.
(i) Déterminer une base B de R? relative a laquelle la matrice de S est diagonale et
donner [ S'|5.
(iii) En déduire la matrice de T dans la base canonique.

3.3 Diagonalisation des matrices

Comme on I’a mentionné déja, les résultats sur les opérateurs se transposent aux matrices
et vice versa. Le probléme de la diagonalisation en fournit un bon exemple.

Dans tout ce paragraphe, on fixe un entier n > 1.
e On dit qu'une matrice A € Mat,,«,,(K) est diagonalisable s’il existe une matrice inver-
sible P € Mat,,x,(K) telle que P~! A P soit une matrice diagonale.

e On dit qu'un élément A\ de K est une valeur propre de A s’il existe un vecteur-colonne
X € K" non nul tel que AX = \X.

e Un vecteur-colonne X € K™ non nul qui satisfait la relation AX = AX pour un scalaire
A € K s’appelle un vecteur propre de A pour la valeur propre A.

e Si A est une valeur propre de A, alors I’ensemble

E\x(A) = {XeK"; AX =)\X}
— {X€K"; (A—A)X =0}

est un sous-espace de K™ appelé I’espace propre de A pour la valeur propre A.
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e Le polynome
cara(x) :=det(x I — A) € K|z]

s’appelle le polynome caractéristique de A.

Rappelons qu’a tout A € Mat,«,(K), on associe l'opérateur linéaire Ty: K" — K"

donné par
TA(X)=AX pourtout X € K".

Alors on voit que les définitions ci-dessus coincident avec les notions correspondantes pour
I'opérateur T'4. Plus précisément, on note que :
Proposition 3.3.1. Soit A € Mat,,«,(K).

(i) Les valeurs propres de T coincident avec celles de A.

(ii) Si \ est une valeur propre de T4, alors les vecteurs propres de Ta pour cette valeur
propre sont les mémes que ceur de A et on a E\(Ta) = Ex(A).

(1ii) carp, (z) = cara(x).

Preuve. Les énonceés (i) et (i7) découlent directement des définitions tandis que (#ii) découle
du fait que [T4 ]e = A ou & représente la base canonique de K™. O

On note aussi :

Proposition 3.3.2. Soit A € Mat,«,(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Ta est diagonalisable,

(i) il existe une base de K™ constituée de vecteurs propres de A,

(11i) A est diagonalisable.

De plus, si ces conditions sont remplies et si B ={Xy,...,X,} est une base de K™ constituée
de vecteurs propres de A, alors la matrice P = (X1 ---X,,) est inversible et

A 0
P AP = L
0 An
ol N; est la valeur propre de A associée a X; pouri=1,...,n.

Preuve. Si T4 est diagonalisable, la proposition 3.2.1 montre qu’il existe une base B =
{X1,...,X,} de K™ constituée de vecteurs propres de T4, ou de A c’est pareil. Pour une
telle base, la matrice P = [I]8 = (X, --- X,,) de passage de la base B a la base canonique &£
est inversible et on trouve que

A1 0

PYAP =P TyleP =[Tals = -
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ou \; est la valeur propre de A associée & X; pour? = 1,...,n. Cela démontre les implications
(i) = (i) = (4i7) ainsi que la derniére affirmation de la proposition. Pour conclure il suffit
de montrer I'implication (iii) = (4).

Supposons donc que A soit diagonalisable et soit P € Mat,,x,, (/) une matrice inversible
telle que P~! A P soit diagonale. Comme P est inversible, ses colonnes forment une base B
de K™ et, pour ce choix de base, on a P = [I]8. Alors [Ta]s = P~ Ty]eP = P1AP est
diagonale, ce qui montre bien que T4 est diagonalisable. O

En combinant le théoréme 3.2.3 aux deux propositions précédentes, on obtient

Théoréme 3.3.3. Soit A € Mat,,«,(K). Alors A posséde au plus n valeurs propres dans K.
Soient Ay, ..., A les valeurs propres distinctes de A dans K. Alors A est diagonalisable si et
seulement si

Si tel est le cas, on obtient une base B ={X,..., X, } de K™ constituée de vecteurs propres
de A en concaténant des bases de Ey,(A), ..., E\,(A). Alors la matrice P = (X1 -+ X,,) dont
les colonnes sont X1, ..., X, est inversible et

A1

P'AP =

0

As

chaque \; étant répété un nombre de fois égal o dimg (E),(A)).

Exemple 3.3.4. Soit A = € Matsy3(FF3) ou F3 = {0,1,2} représente le corps

=1 Ol =
[\l el \o|
=1 Ol =

fini a 3 éléments. On se donne le programme suivant :
1° Déterminer les valeurs propres de A dans Fs.
2° Pour chacune d’elles, déterminer une base de ’espace propre correspondant.

3° Déterminer si A est diagonalisable. Si oui, former une matrice inversible P telle que
P~1A P soit diagonale et donner cette matrice diagonale.

Solution: 1° On trouve

r—1 -1 (développement par rapport
a la deuxiéme ligne)
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donc les valeurs propres de A sont 0 et —1 = 2.

2°0On a
Ey(A)={X €F3; (A-0)X =0} ={X €F}; AX =0}.
En d’autres termes Eg(A) est ensemble-solution dans F3 du systéme d’équations linéaires

homogénes A X = 0. Ce dernier ne change pas si on applique a la matrice A du systéme une
suite d’opérations élémentaires de lignes :

121 121
A= 000 |~ 000
121 000 — L3— 1L,
Donc, Ej(A) est 'ensemble-solution de 1’équation
r+2y+2=0.
En posant y = s et z = ¢, on trouve x = s — t, donc
s—t 1 2
E()(A):{ s ;s,tEFg}:< 11,10 >IF
t 0 1 3

Ainsi B, :{

Ol 1
—1 Ol NI

} est une base de Ey(A) (il est clair que les deux vecteurs-colonnes

sont linéairement indépendants).

De méme, on a :

Ey(A)={XecF; (A-2D)X =0} ={X cF3; (A+1)X =0}.

On trouve
2 21 11 2\«2L, 112
A+T = 010 |~[010 ~1 010
12 2 12 2 0 1 0/« Ls—L,
1 6 Q <—L1—L2
~ 010
6 (_) (_) <—L3—L2
Donc, E5(A) est ’ensemble-solution du systéme
T +2z = 0
y = 0.
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Ici, 2 est la seule variable indépendante. On pose z = t. Alors x = —2t =t et y = 0, donc

;tem}:< >m

E3(A) = {

~ O ~+
—l Ol =

et par suite B :{ } est une base de F3(A).

= Ol

3° Comme A est une matrice 3 X 3 et que
dim]pg E(] (A) + dlm[g3 EQ(A) = 3,

on conclut que A est diagonalisable, et que

1 2 1
B:&H&:{ 1l lo]. [0 }
0 1 1
est une base de Fj constituée de vecteurs propres de A pour les valeurs propres respectives
0,0,2. Alors la matrice

P =

Ol =1
= O
= Ol =

est inversible et le produit P~'A P est une matrice diagonale de diagonale égale a (0,0, 2) :

PlAP =

[en] N el Nan]]
Ol Ol Dl
NI O Ol

Exercices.

3.3.1. Dans chaque cas, déterminer les valeurs propres réelles de la matrice A € Matg,3(R)
donnée et, pour chacune de ces valeurs propres, donner une base de ’espace propre corres-
pondant. Si A est diagonalisable, déterminer une matrice inversible P € Matsy3(R) telle que
P~1AP soit diagonale, et donner P~1AP.

2 0 5 1 -2 3
G A=(0 50|, @G A=[2 6 -6
40 7 1 2 -1
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3.3.2. La matrice A = le :g) n’est pas diagonalisable dans les réels. Par contre, elle I’est

dans les complexes. Déterminer une matrice inversible P & coefficients complexes telle que
P~1AP soit diagonale, et donner P~1AP.

3.3.3. Soit Fy = {0,1} le corps a 2 éléments et soit A = € Matz,3(Fy). Dé-

Ol 1 i
Ol Dl =
= Ol

terminer les valeurs propres de A dans s et, pour chacune d’elles, donner une base de
I’espace propre correspondant. Si A est diagonalisable, déterminer une matrice inversible
P € Matsy3(IFy) telle que P~1AP soit diagonale, et donner P~1AP.



Chapitre 4

Polynoémes, opérateurs linéaires et
matrices

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Dans ce chapitre, on
montre que 'ensemble Endg (V') des opérateurs linéaires sur V' est un anneau sous 'addition
et la composition, isomorphe a I'anneau Mat,, ., (K) des matrices n x n a coefficients dans
K. On construit Panneau Kz] des polynomes en une indéterminée x sur le corps K. Pour
chaque opérateur linéaire T' € Endg (V) et chaque matrice A € Mat,,«,(K), on définit des
homomorphismes d’anneaux

K[z] — Endg(V) et Klz] — Mat,x,(K)
P(z) — P(T) P(z) — P(A)

qui appliquent respectivement x sur 7" et z sur A. Le lien entre eux est que, si B est une
base de V', alors [P(T')|s = P([T]5).

4.1 L’anneau des opérateurs linéaires

On renvoie le lecteur a 'appendice A pour un rappel des notions de base relatives aux
anneaux. On montre d’abord :

Théoréme 4.1.1. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K et soit B une
base de V. L’ensemble Endg (V') des opérateurs linéaires sur V' est un anneau sous l’addition
et la composition. De plus, 'application

v : Endg(V) — Mat,x,(K)
T — [T]g

est un isomorphisme d’anneau.

Preuve. On sait déja, d’apreés le théoréme 2.2.3, que 'ensemble Endg (V) = Lk (V, V) est un
espace vectoriel sur K. En particulier, c’est un groupe abélien pour ’addition. On sait aussi

47
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que la composée de deux opérateurs linéaires S: V — V et T:V — V est un opérateur
linéaire SoT: V — V', donc un élément de Endx (V). Comme la composition est associative
et que lapplication identité Iy € Endg (V) est élément neutre pour cette opération, on
conclut que Endg (V) est un monoide pour la composition. Enfin la proposition 2.3.1 montre
que si R, S, T € Endg(V), alors

(R+S)oT=RoT+SoT et Ro(S+T)=RoS+RoT.

Donc la composition est distributive sur 'addition dans Endg (V') et par suite, Endg (V') est
un anneau.

Par ailleurs, le théoréme 2.4.3 montre que ’application ¢ est un isomorphisme d’espaces
vectoriels sur K. En particulier, c’est un isomorphisme de groupes abéliens sous I'addition.
Enfin la proposition 2.4.6 montre que si S,T € Endg(V'), alors

p(SoT)=[SoT]sg=[S]s[T]s=@(S)p(T).

Comme ¢(Iy) = I, on conclut que ¢ est aussi un isomorphisme d’anneaux. O

Exercices.

4.1.1. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soit U un sous-espace de V. Montrer que
I’ensemble des applications linéaires T: V' — V telles que T'(u) € U pour tout u € U est un
sous-anneau de Endg (V).

4.1.2. Soit A = {a+bV2; a,b € Q}.
() Montrer que A est un sous-anneau de R et que B = {1,v/2} est une base de A vu
comme espace vectoriel sur Q.
(ii) Soit @ = a+bv/2 € A. Montrer que I'application m,: A — A définie par mo(3) = a8
pour tout 5 € A est une application Q-linéaire et calculer [m,]z.
(iii) Montrer que 'application ¢: A — Matgy2(Q) donnée par p(a) = [m4]s est un ho-
momorphisme d’anneaux injectif, et décrire son image.

4.2 L’anneau des polynémes

Proposition 4.2.1. Soit A un anneau commutatif et soit x un symbole en dehors de A.
Il exziste un anneau commutatif, noté Alz|, contenant A comme sous-anneau et x comme
élément tel que

(i) tout élément de Ax] s’écrive ag+ay x+- - -+a, 2" pour un entier n > 0 et des éléments
ag, a1, ..., 0, de A ;
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(ii) siap+ayx+---+a,x"™ =0 pour un entier n > 0 et des éléments ag, ay, ..., a, de A,
alors ag =a; =---=a, =0.

Cet anneau A[z] s’appelle I'anneau des polynomes en lindéterminée x sur A. La preuve
de ce résultat est un peu technique. L’étudiant pourra I'omettre en premiére lecture. Par
contre, il est important de bien savoir manipuler les éléments de cet anneau, appelés poly-
nomes en x 4 coefficients dans A.

Supposons 'existence de cet anneau A[z] et soient
p=ayt+axr+---+a,x" et g=byg+bixr+---+b,2"
deux de ses éléments. On note d’abord que la condition (i7) implique

a; =b; pour i=0,1,... min(m,n),
p=q < a; =0 pour ¢ >n,
b; =0 pour > m.

En définissant a; = 0 pour chaque ¢ > m et b; = 0 pour chaque ¢ > n, on obtient aussi

max(n,m) max(n,m) ax(n,
p+aq= Z a;r’ + Z bia' = Z (ai +by)
=0
m n m n m+n k
p-q= (Zai:ﬁ) . <szx’> = ZZaibj = Z (Zaibk_i> i
=0 =0 =0 5=0 k=0 =0

Exemple 4.2.2. Sur le corps F3 = {0,1,2} a 3 éléments, on a
T+ +22°) + (2 +22?) = 1+x+ 223
(T+2*+22°) (2 +22%) = x+22° +2° +2* +2°

Preuve de la proposition 4.2.1. Soit S I'’ensemble des suites (ag, a1, as,...) d’éléments de A
dont toutes les composantes sont nulles & partir d'un certain rang. On définit une “addition”
sur .S en posant

(ao,al,ag,...)—l—(bg,bl,bg,...):(a0+b0,a1+b1,ag—|—b2,...).

Le résultat est bien un élément de S, car si a; = b; = 0 pour tout ¢ > n, alors a; +b; = 0 pour
tout ¢ > n. On vérifie sans peine que cette opération est associative et commutative, qu’elle
admet pour élément neutre la suite (0,0,0,...), et qu'un élément quelconque (ag, as, as, . . .)
de S admet pour inverse additif la suite (—ag, —aj, —as, ...). Donc S est un groupe abélien
sous cette opération.

On définit aussi une “multiplication” sur S en posant

k
(ao,al,GQ,...)(bo,bl,bg,...) :(to,thtg,...) ou tk:Zazbk_z

1=0
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Le résultat est un élément de S, car si on suppose encore a; = b; = 0 pour tout ¢ > n, alors,
pour tout entier £ > 2n, chacun des produits a;b;_; avec i = 0, ...,k est nul (un des indices i
ou k — 1 étant forcément > n) et par suite ¢, = 0. Il est facile de voir que la suite (1,0,0,...)
est un élément neutre pour cette opération.

Pour conclure que S est un anneau sous ces opérations, il reste & montrer que la multi-
plication est associative et distributive sur ’addition. En d’autres termes, on doit montrer
que si

p=(ag,ay,as,...), q=(bo,b1,ba,...) et 1r=/(co,c1,¢,...)
sont trois éléments de S, alors
1) (pa)r = plar)
2) (p+qr=pr+qr

3) plg+r)=pq+pr.
Les trois égalités se démontrent sensiblement de la méme maniére : il suffit de montrer que
les suites de part et d’autre de I'égalité possédent le méme élément d’indice k£ pour chaque
k > 0. Légalité 1) est la plus délicate & vérifier car chaque membre de celle-ci implique deux
produits. On trouve que 1'élément d’indice k de (pq)r est

((pg)r)e = Z(pQ)jCk—j = Z (Z aibj—i> Ck—j = Z a;bj_icr—;

J Jj=0 j=0 i=0

et que celui de p(qr) est

(p(gr))k = Z ai(qr)e—i = Z a; (i: bjckij> = Z z_: abjcr_i—j.

=0 i=0

Dans les deux cas, on trouve qu’il s’agit de la somme de tous les produits a;b;c; avec ¢, 7,1 > 0
et 14+ 7+ =k, donc

(o))=Y abjer = (p(gr)).

i+j+=k

Cela démontre 1). Les preuves de 2) et 3) sont plus simples et laissées en exercice.

Pour tout choix de a,b € A, on trouve que

(a,0,0,...) + (5,0,0,...) = (a+,0,0,...),
(a,0,0,...)(b,0,0,...) = (ab,0,0,...).

Donc lapplication ¢: A — S donné par
v(a) = (a,0,0,...)

est un homorphisme d’anneaux injectif. A partir de maintenant, on identifie A & son image
sous . Alors A devient un sous-anneau de S et on trouve

a(bo,bl,...) = (abg,abl,abQ,...)
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pour tout a € A et toute suite (bg, by, be,...) € S.

Posons X = (0,1,0,0,...). On vérifie sans peine par récurrence que, pour tout entier
i > 1, la puissance i-itme X* de X est la suite dont tous les éléments sont nuls sauf celui
d’indice ¢ qui est égal a 1 :

On en déduit :

1°  Pour toute suite (ag, a1, as,...) de S, en choisissant un entier n > 0 tel que a; = 0 pour
tout ¢ > n, on a :

n { t

n n
v % )
(ag,a1,az,...) =» (0,...,0,a;,0,...) = > a;(0,...,0,1,0,...) = Y "a; X",
i=0 i=0 i=0
2°  Par ailleurs, si n est un entier > 0 et si ag,aq,...,a, € A satisfont

ap+ar X +---+a, X" =0,
alors

0

n 1
vV
0= a(0,...,0,1,0,...) = Y (0,...,0,a;,0,...) = (ag, ar,...,a,0,0,...),
i=0 i

et par suite ¢g = a; =---=a, = 0.

Ces deux derniéres observations montrent que l'anneau S posséde les deux propriétés
requises par la proposition sauf qu’au lieu de I’élément x, on a la suite X = (0,1,0,...).
Cela ne pose pas de réel probléme : il suffit de remplacer X par x dans S et aussi dans les
tables d’addition et de multiplication de S. n

Chaque polynome p € A[z] induit une fonction de A dans A. Avant de décrire cette
construction, on note d’abord le fait suivant dont la preuve est laissée en exercice :

Proposition 4.2.3. Soient X un ensemble et A un anneau commutatif. L’ensemble F(X, A)
des fonctions de X dans A est un anneau commutatif pour ’addition et la multiplication
définies de la maniére suivante. Si f,g € F(X,A) alors f+ g et fg sont les fonctions de
X dans A données par

(f +9)(@) = fx) +g(x) et (fg)(x)= f(x)g(x)

pour tout x € X.

On montre aussi :
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Proposition 4.2.4. Soit A un sous-anneau d’un anneau commutatif C' et soit ¢ € C. L’ap-
plication

Alz] — C
St S (1)
i=0 i=0

est un homomorphisme d’anneaux.

Cet homomorphisme est appelé I’ évaluation en c et I'image d’un polynéme p sous cet
homomorphisme est notée p(c).

Preuve de la proposition 4.2.4. Soient

p= Zaixi et q= Zbixi
=0 i=0
des éléments de A[z]. Définissons a; = 0 pour tout i > n et b; = 0 pour tout i > m. Alors on
a:
max(n,m) ' m+n k
ptaq= Z (a; +b;)z" et pg= Z (Zaibk—i> a*
=0 k=0 \i=0

On trouve

m . n ' max(n,m) .

plO)+qlc) =D aid +> bid = Y (ai+b)c = (p+q)(c)

i=0 i=0 i=0

et

p(c)q(c) = (Z%‘CZ) (Zbﬁ) = ZZaibj At = Z (Zaibk_z) = (pq)(c).

i=0 i=0 j=0 k=0 \i=0
Ces derniéres égalités jointes au fait que I'image de 1 € Alz| est 1 montrent que I'application

(4.1) est bien un homomorphisme d’anneaux. O

En particulier, si on prend C = Alx] et ¢ = z, Papplication 4.1 devient 'application
identité :
Alr] — Al

p= Zaiﬂﬂi — p(x) = iaixi
; i=0

Pour cette raison, on convient généralement d’écrire p(x) pour désigner un polynome de A[z].
C’est ce que 'on fera le plus souvent a partir de maintenant.
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Proposition 4.2.5. Soit A un anneau commutatif. Pour chaque p € Alx], désignons par
O(p): A — A la fonction donnée par ®(p)(a) = p(a) pour tout a € A. L’application
O Alx] — F(A, A) ainsi définie est un homomorphisme d’anneaur de noyau

ker(®) = {p € Alz]; p(a) =0 pour tout a € A}.

On dit que ®(p) est la fonction polynomiale de A dans A induite par p. L'image de &
dans F(A, A) s’appelle I'anneau des fonctions polynomiales de A dans A. De maniére plus
concise, on peut définir & de la maniére suivante :

O Az] —  F(A A
p — ®(p):A— A
a+— p(a)

Preuve. Soient p,q € A[z]. Pour tout a € A, on trouve

®(p+q)(a) = (p+q)(a) = pla) + q(a) = ®(p)(a) + P(g)(a),
®(pq)(a) = (pg)(a) = p(a) q(a) = ®(p)(a) - 2(q)(a),

donc ®(p+q) = (p)+P(q) et (pq) = P(p)P(q). Comme P(1) est la fonction constante égale
a 1 (I’éléement neutre de F (A, A) pour le produit), on conclut que ® est un homomorphisme
d’anneaux. La derniére assertion concernant son noyau découle des définitions. ]

Ezemple 4.2.6. Si A = R, application ®: R[z] — F(R,R) définie par la proposition 4.2.5
est injective, car on sait qu’'un polynéme non nul de R[z] admet un nombre fini de racines
réelles et par suite ker® = {0}. Dans ce cas, ® induit un isomorphisme entre I’anneau
R[z]| des polynomes a coefficients dans R et son image dans F(R,R), ’anneau des fonctions
polynomiales de R dans R.

Exemple 4.2.7. Posons A = Fy = {0,1}, le corps a deux éléments. L’anneau F(Fy, Fy) des
fonctions de Fy dans lui-méme comporte 4 éléments tandis Fy[x| contient une infinité de
polynomes. Dans ce cas, I’application ® n’est pas injective. Plus précisément, le polynome
p(x) = 2* — z satisfait p(0) = 0 et p(1) = 0, donc p(z) € ker ®.

Exercices.

4.2.1. Démontrer la proposition 4.2.3.

4.2.2. Montrer que 'application ®: A[z] — F(A, A) de la proposition 4.2.5 n’est pas injective
si A est un anneau fini.



o4 CHAPITRE 4. POLYNOMES, OPERATEURS LINEAIRES ET MATRICES

4.3 Evaluation en un opérateur linéaire ou en une ma-
trice

Soit V' un espace vectoriel sur un corps K et soit 7': V' — V un opérateur linéaire sur
V. Pour tout polynome

p(z) =ag+ a1x + -+ a,2" € Klx],

on pose
P(T) =aol +a;T + -+ a,T" € Endg(V),

ou [ désigne I'application identité de V.
Proposition 4.3.1. Awvec les notations ci-dessus, ’application

K[z] — Endg(V)
p(xr) = p(T)

est un homomorphisme d’anneauz. Son image, notée K[T)|, est le sous-anneau commutatif
de Endg (V') donné par

K[T|={asl + sT+---+a,T"; n € N* ag,...,a, € K}.

Cet homomorphisme est appelé I’ évaluation en T

Preuve. Par définition, I'image du polynéme constant 1 est Pélément neutre I de Endg (V).
Pour conclure que I’évaluation en 7" est un homomorphisme d’anneaux, il reste a montrer
que si p,q € K|x] sont des polynomes quelconques, alors

(p+)(T)=p(T) +q(T) et (pg)(T)=p(T)oq(T).

La preuve pour la somme est laissée en exercice. Celle pour le produit utilise le fait que, pour
tout a € K et tout S € Endg(V), on a

(al)oS=So(al)=als.

Ecrivons

p:Zaixi et (]:Zm:bjg:j,
, =
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On trouve

p(T)oq(T) = <a0] + zn: a; Ti> o <b0] + Zm:bj TZ’)
i=1 =
e ) o e (0 77) + (Sar) o o+ (S ar)o (L)
=1 ' i=1 =1
= agbo! + Z agb; T7 + Z a;bo T + Z Z aib; T

=1 j5=1
n+m
= (Clobo)[+ Z ( Z aibj)Tk
k=1 it+j=k

= (pg)(T).

Donc I’évaluation en 7' est bien un homomorphisme d’anneaux. Le fait que son image soit
un sous-anneau commutatif de Endg (V') découle du fait que Klz| est commutatif. O

Ezemple 4.3.2. Soit D lopérateur de dérivation sur I'espace vectoriel Co(R) des fonctions
f: R — R qui sont indéfiniment différentiables. Posons

p(r) =2 —1€R[x] et gq(x)=22r+1¢€R[].
Pour toute fonction f € C(R), on trouve
pD)(f) = D*=D(f) =f"~ 1.
a(D)(f) = 2D+ D)(f) =2+ [.

D’aprés la théorie, on a p(D) o ¢(D) = (pq)(D) pour tout choix de polynémes p,q € R[X].
Vérifions-le pour le choix de p et ¢ ci-dessus. Cela revient & montrer que

(p(D) o q(D))(f) = ((pg)(D))(f)

pour toute fonction f € Coo(R). On trouve

(p(D) o q(D))(f) = p(D)(a(D)(f))
p(D)2f" + f)
=Q2f+0N"=@2f+f)
— 2f///+f//_2f/ o f

Comme pg = (22 — 1)(2z + 1) = 223 + 2% — 2x — 1, on a aussi

(pa)(D))(f) = 2D* + D* =2D = I)(f) =2f" + " = 2f — f

comime annonce.
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Ezemple 4.3.3. Soit F(Z,R) 'espace vectoriel des fonctions f: Z — R. On définit un opéra-
teur linéaire T sur cet espace vectoriel de la maniére suivante. Si f: Z — R est une fonction
quelconque, alors T'(f): Z — R est la fonction donnée par

(T(f))(i) = f(i+1) pour tout i € Z.

On trouve
(T*(1) @) = (T(T(f))) (@) = (T())E +1) = f(i +2),
(T*() (@) = (T(T*(f))) (&) = (T*(f)) (i + 1) = f(i + 3),

et ainsi de suite... En général,
(T"(f))(i) = f(i+ k) pour k=1,2,3,...

On en déduit que si p(x) = ag+ a1z + -+ a, 2" € Rz, alors p(T)(f) est la fonction de Z
dans R donnée, pour tout ¢ € Z, par

(p(T)()E) = ((aol + a1 T+ -+ + a, T")(f))(3)
= (aof + a1 T(f) + -+ a, T"(f)) ()

= aof (D) + e T()(@) + -+ a T ()(0)
— a0 f (i) + arf(i+1) + - +anf(i+n).

Soit A € Mat,«,,(K) une matrice carrée n x n a coefficients dans un corps K. Pour tout
polynome
p(x) =ay+az+ - +a,2" € K|zl

on pose
p(A) = apl + a1 A+ - + 4y A" € Matyyn(K),

ou [ désigne la matrice identité n x n.

Proposition 4.3.4. Avec les notations ci-dessus, application
Kz] — Mat,x,(K)
p(z) — p(A)

est un homomorphisme d’anneauz. Son image, notée K[A], est le sous-anneau commutatif
de Mat,, s, (K) donné par

K[A] ={apl + 1A+ -+ a,A";n €N, ag,...,a, € K}.

Cet homomorphisme est appelé 1’évaluation en A. La preuve de cette proposition est
semblable & celle de la proposition 4.3.1 et laissée en exercice.

11
0 1

p(A)—A3+2A—I—((1) i’)+2(é D—(é (1)>_((2J g)

Ezemple 4.3.5. Soit A = ( ) € Matayo(Q) et soit p(z) = 2* + 22 — 1 € Q[z]. On

trouve
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On conclut avec le résultat suivant :

Théoréme 4.3.6. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n, soit B une base de V', et
soit T: V. — V un opérateur linéaire sur V. Pour tout polynome p(x) € K[z|, on a

[p(T)]s = p([T]5)-

Preuve. Ecrivons p(z) = ag+ a1 x + - - - + a, 2. On trouve

[p(T)]s = laol + a1 T + -+ a,T"5
=al +ai[T)p+ -+ a,[T"]5
=aol + ar[T]s + - + an([T]5)"
=p([T]s).
O

Ezemple 4.3.7. Soit V' = (cos(2t),sin(2t))r C C(R) et soit D Popérateur de dérivation sur
Coo(R). Le sous-espace V' est stable sous D car

D(cos(2t)) = —2sin(2t) € V' et  D(sin(2t)) = 2cos(2t) € V. (4.2)
Pour des raisons de simplicité, désignons par D la restriction D)| v de D a V. On note que
B = {cos(2t),sin(2t)}

est une base de V' (exercice). Alors les formules (4.2) donnent
0 2

ol =r(( 5§ )

pour tout p(z) € R[z]. En particulier, pour p(z) = 2? — 4, on trouve p([D]z) = 0, donc
p(D) = 0.

Par suite, on a

Exercices.

4.3.1. Démontrer I'égalité (p + ¢)(T) = p(T') + q(T') laissée en exercice dans la preuve de la
proposition 4.3.1.

4.3.2. Soit R,/s: R? — R? la rotation d’angle 7/4 autour de l'origine dans R?, et soit
p(z) = 2% — 1 € Rlz]. Calculer p(R,4)(1,2).
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4.3.3. Soit Roq3: R? — R? la rotation d’angle 27w/3 autour de l'origine dans R?, et soit
p(z) = 2%+ 2 + 1 € Rlz]. Montrer que p(Ra./3) = 0.

4.3.4. Soit D la restriction a V = (e, xe®, 22" )g de lopérateur de différentiation dans
Coo(R).
(i) Montrer que B = {e”, ze®, %"} est une base de V' et déterminer [ D |p.
(ii) Soit p(x) = z>—1 et g(z) = z—1. Calculer [p(D)]z et [¢(D)]s. Est-ce que ces matrices
commutent ? Pourquoi ?

4.3.5. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension 3, soit B = {vy, Ve, v3} une base de V,
et soit T': V' — V D’application linéaire déterminée par les conditions

T(Vl) = ng + V3, T(VQ) = ng + vy et T(Vg) = iVl + Vo.

(i) Calculer [p(T)]s ou p(x) = 2> + (1 + i)z + 1.
(ii) Calculer p(T')(v1).



Chapitre 5

Factorisation unique dans les anneaux
euclidiens

L’objectif de ce chapitre est de montrer que tout polyndéme non constant a coefficients
dans un corps K s’écrit comme produit de polynomes irréductibles de K|x] et que cette
factorisation est unique a I'ordre des termes prés et a multiplication prés de chaque facteur
par un élément non nul de K. On va montrer que cette propriété s’étend en fait & une classe
assez large d’anneaux qu’on appelle les anneaux euclidiens. Cette classe inclut les anneaux de
polynomes K [z] sur un corps K, anneau Z des entiers ordinaires et 'anneau des entiers de
Gauss pour ne citer que les exemples les plus importants. La propriété centrale des anneaux
euclidiens est que tout idéal d’un tel anneau est principal, c’est-a-dire engendré par un seul
élément.

5.1 Divisibilité dans les anneaux intégres

Définition 5.1.1. Un anneau intégre est un anneau commutatif A avec 0 # 1 qui posséde la
propriété que ab # 0 pour tout choix de a,b € A avec a # 0 et b # 0.

Ezxemple 5.1.2. L’anneau Z est intégre. Tout sous-anneau d’un corps K est intégre.

On verra plus loin que anneau K[z] est intégre quel que soit le corps K.

Définition 5.1.3. Soit A un anneau intégre et soient a,b avec a # 0. On dit que a divise b
(dans A) ou que b est divisible par a sl existe ¢ € A tel que b = ca. On note cette condition
a|b. Un diviseur de b (dans A) est un élément non nul de A qui divise b.

Ezemple 5.1.4. Dans Z, on a —2|6, car —6 = (—2)(—3). Par contre 5 ne divise pas 6 dans
7., mais 5 divise 6 dans Q.

Les propriétés suivantes sont laissées en exercices :

Proposition 5.1.5. Soit A un anneau intégre et soient a,b,c € A avec a # 0.

29
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(i) 1|b
(i1) Sia|b, alors a|bc.
(i11) Sia|betalc, alorsal(b+ c).
(i) Sialb, b#0 etb|c, alors a|c.
(v) Sib#0 et ab|ac, alors b|c.
Définition 5.1.6. Soit A un anneau intégre et soient a,b € A\ {0}. On dit que a et b sont
associés ou que a est associé 4 bsi a|b et b|a. On note cette condition a ~ b.
Ezxemple 5.1.7. Dans Z, deux entiers non nuls a et b sont associés si et seulement si a = +b.

En particulier, tout entier non nul @ est associé a un et un seul entier positif, & savoir |al.

Lemme 5.1.8. Soit A un anneau inteégre et soit a € A\ {0}. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) a~1,
(ii) a1,

(7ii) a est inversible.

Preuve. Comme 1 |a, les conditions (i) et (i¢) sont équivalentes. Comme A est commutatif,
les conditions (ii) et (4i7) sont aussi équivalentes. O

Définition 5.1.9. Les éléments non nuls d’un anneau intégre A qui satisfont les conditions
équivalentes du lemme 5.1.8 sont appelés les unités de A. Leur ensemble est noté A*.

Proposition 5.1.10. L’ensemble A* des unités d’un anneau intégre A est stable sous le
produit dans A et, pour cette opération, c’est un groupe abélien.

Pour la preuve, voir 'appendice A.

Ezemple 5.1.11. Le groupe des unités de Z est Z* = {1, —1}. Le groupe des unités d’un corps
K est K* = K\ {0}. On I'appelle aussi le groupe multiplicatif de K.

Proposition 5.1.12. Soit A un anneau intégre et soient a,b € A\ {0}. Alors a ~ b si et
seulement si a = ub pour une unité u de A.

Preuve. Supposons d’abord que a ~ b. Alors il existe u,v € A tels que a = ub et b = va.
On en déduit que a = uva, donc (1 —uv)a = 0. Comme A est intégre et que a # 0, cela
implique 1 —uv = 0, donc uv = 1 et par suite u € A*.

Réciproquement, supposons que a = ub avec u € A*. Comme u € A*, il existe v € A tel
que vu = 1. On en déduit que b = vub = va. Des égalités a = ub et b = va, on tire que
b|aet alb, donc a ~ b. O

Définition 5.1.13. On dit qu’un élément p d'un anneau intégre A est irréductible (dans A),
sip#£0,sipég A* et si les seuls diviseurs de p (dans A) sont les éléments de A associés a 1
ou a p.
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Ezemple 5.1.14. Les éléments irréductibles de 7Z sont de la forme 4p ou p est un nombre
premier.

Définition 5.1.15. Soient a, b des éléments d’un anneau intégre A, avec a # 0 ou b # 0. On
dit qu’'un élément non nul d de A est un plus grand commun diviseur (pged) de a et de b si

(i) d|aet d|b,
(ii) pour tout ¢ € A\ {0} tel que c|a et ¢|b, on a c|d.
On écrit alors d = pged(a, b).

On note que le pged n’existe pas toujours et que, s’il existe, il n’est pas unique en général.
Plus précisément si d est un pged de a et de b, alors les pged de a et de b sont les éléments
de A associés a d (voir Pexercice 5.1.3). Pour cette raison, on écrit souvent d ~ pged(a,b)
pour dire que d est un pged de a et de b.

Exercices.

5.1.1. Démontrer la proposition 5.1.5.

Note. La partie (v) utilise de maniére cruciale le fait que A est un anneau intégre.

5.1.2. Soit A un anneau intégre. Montrer que la relation ~ de la définition 5.1.6 est une
relation d’équivalence sur A\ {0}.

5.1.3. Soit A un anneau intégre, et soient a,b € A\ {0}. Supposons que d et d’ soient des
pged de a et de b. Montrer que d ~ d'.

5.1.4. Soit A un anneau intégre, et soient p et ¢ des éléments non nuls de A avec p ~ q.
Montrer que p est irréductible si et seulement si g est irréductible.

5.1.5. Soit A un anneau intégre, et soient p et ¢ des éléments irréductibles de A avec plq.
Montrer que p ~ q.

5.2 Divisibilité en termes d’idéaux

Soit A un anneau commutatif. On rappelle qu'un idéal de A est un sous-ensemble I de
A tel que

(i) 0 e,
(i) sir,se€ I, alorsr+s €1,
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(i) sia € Aet r €1, alors ar € I.
Ezemple 5.2.1. Les ensembles {0} et A sont des idéaux de A.

Le résultat suivant est laissé en exercice.

Lemme 5.2.2. Soient r1,...,7r, des éléments d’un anneau commutatif A. L’ensemble

{arri+ -+ amrm; al,...,ay € A}

est le plus petit idéal de A qui contienne ri,...,Tm.
Définition 5.2.3. L’idéal construit au lemme 5.2.2 s’appelle I'idéal de A engendré parry, ..., T,
et on le note (r,...,7,). On dit qu'un idéal de A est principal s’il est engendré par un seul

élément. L’idéal principal engendré par r est
(r)y=A{ar;ac A}.

Ezemple 5.2.4. L’idéal de Z engendré par 2 est ensemble (2) = {2a; a € Z} des entiers
pairs.

Ezemple 5.2.5. Dans Z,ona 1 € (5,18) car 1 = —7-5+42-18, donc Z = (1) C (5,18) et par
suite (5,18) = (1) = Z.

Soit A un anneau intégre et soit a € A\ {0}. En vertu des définitions, pour tout élément
bde A, on a

alb <= be (a) < (b) C (a).

On en déduit que

ar~b <= (a)=(b) et a€A" <= (a)=A.

Exercices.
5.2.1. Démontrer le lemme 5.2.2.

5.2.2. Soient I et J des idéaux d’un anneau commutatif A.
(i) Montrer que
I+J:={r+s;rel,seJ}
est le plus petit idéal de A qui contienne [ et J.
(ii) Si I = (a) et J = (b), montrer que [ + J = (a,b).

5.2.3. Soient aq,...,as des éléments non tous nuls d’'un anneau intégre A. Supposons qu’il
existe d € A tel que

(d) = (a1, ..., a,).

Montrer que
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(i) d n’est pas nul et divise aq, ..., as;

(ii) si un élément non nul ¢ de A divise ay, ..., as, alors c|d.
Note. Un élément d de A qui remplit les conditions (i) et (ii) s’appelle un plus grand commun
diviseur de ay, ..., as (en abrégé, on écrit pged).
5.2.4. Soient aq,...,as des éléments non nuls d’'un anneau intégre A. Supposons qu’il existe
m € A tel que

(m) = (@) N--- N (as).

Montrer que
(i) m n’est pas nul et ay, ..., a, divisent m
(ii) si un élément nul ¢ de A est divisible par ay, ..., as, alors m|c.

Note. Un élément m de A qui remplit les conditions (i) et (ii) s’appelle un plus petit commun
multiple de ay, ..., as (en abrégé, on écrit ppcm).

5.3 Division euclidienne pour les polynémes

Soit K un corps. Tout polyndéme non nul p(z) € Klz| s’écrit sous la forme
p(z) =ao+ a1z + -+ aza”

pour un entier n > 0 et des éléments ag, ay, ..., a, de K avec a,, # 0. Cet entier n est appelé
le degré de p(z) et noté deg(p(x)). Le coefficient a,, est appelé le coefficient dominant de
p(z). On dit que p(x) est unitaire si son coefficient dominant est 1.

Le degré du polynoéme 0 n’est pas défini (certains auteurs posent deg(0) = —oo, mais
nous n’adopterons pas cette convention dans ce cours).

Proposition 5.3.1. Soient p(z),q(x) € Kx]\ {0}. Alors, on a p(x)q(x) # 0 et

deg(p(z)q(z)) = deg(p(x)) + deg(q(z)).

Preuve. Ecrivons p(z) = ag + -+ - + a,a" et q(x) = by + - - - + bp,a™ avec a, # 0 et by, # 0.
Alors le produit
p(x)Q(‘I) = aObO + -+ anbmanrm

a pour coefficient dominant a,b,, # 0 et par suite

deg(p(z)q(x)) = n +m = deg(p(r)) + deg(q(x)).

Corollaire 5.3.2.
(i) Klz| est un anneau intégre.

(ii) K[z = K* = K\ {0}.
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(#ii) Tout polynome p(x) € K[x|\ {0} est associé a un et un seul polynome unitaire de K|x].

Preuve. L’affirmation (i) découle directement de la proposition précédente. Pour démontrer
(1), on note d’abord que si p(x) € K[z]*, alors il existe ¢(x) € K|x], tel que p(x)q(z) = 1.
En appliquant la proposition, on obtient

deg(p(z)) + deg(q(z)) = deg(1) = 0,
donc deg(p(x)) = 0 et par suite p(z) € K\ {0} = K*. Cela montre que K[z]* C K*. Comme
I'inclusion K* C K[z]* est immeédiate, on obtient K[z|* = K*. L’assertion (iii) est laissée en
exercice. [l
La preuve du résultat suivant est elle aussi laissée en exercice :
Proposition 5.3.3. Soient pi(z), p2(z) € Klz| avec po(x) # 0. On peut écrire
pi(z) = q(@)pa(x) + r(z)

pour un et un seul choiz de polynéomes q(x) € K|x] et r(z) € K|x] satisfaisant

r(z) =0 ou deg(r(z)) < deg(pz(x)).

Ce fait est appelé division euclidienne. On le démontre, pour ps(z) fixé, par récurrence
sur le degré de pi(x) (en supposant pi(z) # 0). Les polynomes g(x) et r(x) sont appelés
respectivement le quotient et le reste de la division de p;(z) par pa(z).

Ezemple 5.3.4. Pour K = Q, pi(x) = 2® —52? + 8z — 4 et po(x) = 2% — 2x + 1, on trouve que
pi(z) = (z = 3)pa(x) + (z — 1)

avec deg(x — 1) = 1 < deg(p2(z)) = 2.

Exercices.
5.3.1. Démontrer la partie (iii) du corollaire 3.2.
5.3.2. Soit F3 = {0, 1,2} le corps a 3 éléments et soient
pi(x) =2° — 2 + 20+ 1, po(x) = 2° — 22 + 1 € F3a].

Déterminer le quotient et le reste de la division de p;(z) par pa(x).
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5.4 Anneaux euclidiens

Définition 5.4.1. Un anneau euclidien est un anneau intégre A muni d’une fonction
¢ A\{0} =N
qui jouit des propriétés suivantes :
(i) pour tout choix de a,b € A\ {0} avec a|b, on a p(a) < p(b),
(ii) pour tout choix de a,b € A avec b # 0, on peut écrire
a=qgb+r
avec q,r € A satisfaisant 7 = 0 ou ¢(r) < ¢(b).

Une fonction ¢ qui possédent ces propriétés est appelée stathme euclidien. La condition (i)
est souvent omise. Nous l'avons incluse car elle permet de simplifier certains arguments et
parce qu’elle est remplie dans les cas les plus importants pour nous.

Exemple 5.4.2. ’anneau Z est euclidien pour la valeur absolue

¢ : Z — N.

a — |al
Pour tout corps K, anneau K|[z] est euclidien pour le degré
deg: Klz]\ {0} — N.
p(z) +— deg(p(z))

Dans la suite, on fixe un anneau euclidien A et une fonction ¢ A\ {0} — N comme dans
la définition 5.4.1.
Théoréme 5.4.3. Tout idéal de A est principal.
Preuve. Si I = {0}, alors I = (0) est engendré par 0. Supposons maintenant que I # {0}.

Alors I'ensemble I\ {0} n’est pas vide et par suite il contient un élément a pour lequel p(a)
est minimal. On va montrer que I = (a).

On note d’abord que (a) C I puisque a € I. Pour montrer l'inclusion réciproque, choisis-
sons b € I. Puisque A est euclidien, on peut écrire

b=qga+r
avec q,r € A qui satisfont r = 0 ou ¢(r) < ¢(a). Puisque
r=b—qa=b+(—qacl

(car a,b € I), le choix de a implique ¢(r) > ¢(a) si r # 0. On doit donc nécessairement avoir
r = 0 et par suite b = qa € (a). Le choix de b étant arbitraire, cela montre que I C (a).
Donc I = (a), comme annonce. O
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Pour un idéal engendré par deux éléments, on peut déterminer un générateur en utilisant
I’algorithme suivant :

Algorithme euclidien 5.4.4. Soient a1,a5 € A avec ay # 0. Par division euclidienne
répétée, on écrit

a; = q1as + as avec az # 0 et p(as) < p(aq),
azy = G2a3 + a4 avec ay # 0 et p(as) < p(as),

g2 = Qp_oap_1 + a, avec ax # 0 et p(ag) < p(ag_1),

[ k-1 = Gk—10k-

Alors on a (a1,a2) = (ag).

Une schéma de preuve de ce résultat est proposé dans I'exercice 5.4.1.

Corollaire 5.4.5. Soient a,b € A avec a # 0 ou b # 0. Alors a et b admettent un pgcd
dans A. Plus précisément, un élément d de A est un pged de a et de b si et seulement si

(d) = (a,b).

Preuve. Soit d un générateur de (a,b). Comme a # 0 ou b # 0, on a (a,b) # (0) et par
suite d # 0. Puisque a,b € (a,b) = (d), on note d’abord que d divise a et b. Par ailleurs, si
c e A\ {0} divise a et b, alors a,b € (c), donc d € (a,b) C (c¢) et par suite d divise c. Cela
montre que d est un pged de a et de b.

Si d' est un autre pged de a et de b, on a d ~ d (voir I'exercice 5.1.3), et par suite
(d') = (d) = (a, ). O

Le corollaire 5.4.5 implique en particulier que tout pged d’éléments a et b de A avec a # 0
ou b # 0 s’écrit sous la forme

d=ra+sb
avec 1, s € A puisqu’un tel élément appartient & l'idéal (a,b).

Ezxemple 5.4.6. Calculer le pged de 15 et 24 et ’écrire sous forme 15r 4 24s avec r, s € Z.

Solution: On applique lalgorithme euclidien 5.4.4 pour déterminer le générateur de (15, 24).
Par division euclidienne répétée, on trouve

24 = 1549 (5.1)
15 = 946 (5.2)
9 = 6+3 (5.3)

~- 2.3 (5.4)
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donc pged(15,24) = 3. Pour déterminer r et s, on remonte simplement la chaine de calculs
(5.1) a (5.4) a partir de la fin. On trouve ainsi

3=9-6 grace a (5.3),
=9—-(15-9)=2-9-15 grace a (5.2),
—2(24—15)—15=2-24—3-15 grace a (5.1).

En conclusion
pged(15,24) =3 =(—3) - 154+ 2-24.

Ezxemple 5.4.7. Calculer le pged de

pi(x) =2 +322 +2—1 et pylo) =2 —1
dans Q[z] et Iécrire sous la forme a1 (x) p1(x) + az(x) p2(x) avec ai(z), az(z) € Qlx].
Solution: Par division répétée, on trouve

pi(x) = (2 + 4)pa(x) + (¢ + 3) (5.5)
pa(x) = (x —3)(x +3) +8
r+3=(1/8)(x+3)-8

donc pged(pr(z), p2(x)) = 8 (ou 1). En reprenant les calculs depuis la fin, on trouve
8 = po(z) — (z — 3)(z + 3) grace a (5.6),
=po(2) — (. — 3)(pr(x) — (2% + 4)pa()) grace a (5.5),

=B —2)pi(z) + (2® =327 + 42 — 11) py(x).
Une autre conséquence du théoréme 5.4.3 est le résultat suivant qui joue un role capital
dans la suite.
Théoréme 5.4.8. Soit p un élément irréductible de A et soient a,b € A. Supposons que

plab. Alors on a p|a ou p|b.

Preuve. Supposons que p { a. On doit montrer que p |b. Pour ce faire, on choisit d tel que
(p,a) = (d). Comme d|p et que p est irréductible, on a d ~ 1 ou d ~ p. Comme on a aussi
d|a et que p 1 a, la possibilité que d ~ p est exclue. Donc d est une unité de A et par suite

Le(d) = (p,a).
Cela signifie qu’on peut écrire 1 = rp+sa avec r,s € A. Alors b= (rp+sa)b =rbp+sab
est divisible par p, car p|ab. ]
Par récurrence, ce résultat s’étend a un produit quelconque d’éléments de A :

Corollaire 5.4.9. Soit p un élément irréductible de A et soient ay,...,as € A. Supposons
que play - -as. Alors p divise au moins un des éléments ay, . . ., as.
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Exercices.

5.4.1. Soient a; et as des éléments d’un anneau euclidien A, avec ag # 0.
(i) Montrer que l'algorithme 5.4.4 termine aprés un nombre fini d’étapes.
(ii) Dans les notations de cet algorithme, montrer que (a;,a;+1) = (ait1,a;42) pour
chaque 1 =1,...,k — 2.
(iii) Dans les mémes notations, montrer que (ayx_1,ax) = (ag).
(iv) Conclure que (a1, a2) = (ag).

5.4.2. Déterminer le pged de f(z) = 22 + 2 — 2 et de g(z) = 2° — z* + 22? — z — 1 dans Q|z]
et ’exprimer comme une combinaison linéaire de f(x) et de g(z).

5.4.3. Déterminer le pged de f(z) = 23 + 1 et de g(x) = 2° + 2 + 2 + 1 dans Fylx] et
I'exprimer comme une combinaison linéaire de f(x) et de g(z).

5.4.4. Déterminer le pged de 114 et de 45 dans Z et I'exprimer comme une combinaison
linéaire de 114 et de 45.

5.4.5. Soient aq, ..., as des éléments non tous nuls d’'un anneau euclidien A.
(i) Montrer que aq, ..., as admettent un pged dans A au sens de 1’exercice 5.2.3.
(ii) Si s> 3, montrer que pged(ay, ..., as) = pged(ag, pged(ag, . . ., ay).

5.4.6. Soient ay,...,as des éléments non nuls d’'un anneau euclidien A.
(i) Montrer que ay, ..., as admettent un ppcm dans A au sens de I'exercice 5.2.4.
(ii) Si s > 3, montrer que ppcm(ay, ..., as) = ppem(ag, ppem(ag, .. ., as).

5.4.7. Déterminer le pged de 42, 63 et 140 dans Z, et ’exprimer comme combinaison linéaire
de ces trois entiers (voir exercice 5.4.5).

5.4.8. Déterminer le pged de 2% —1, 2% — 1 et 2® + 22 + 2+ 1 dans Q[z], et I'exprimer comme
combinaison linéaire de ces trois polynomes (voir 'exercice 5.4.5).

5.5 Le théoréme de factorisation unique

On fixe encore un anneau euclidien A et une fonction ¢ : A\ {0} — N comme dans la
définition 5.4.1. Les résultats de la section précédente s’appuient seulement sur la seconde
propriété de ¢ requise par la définition 5.4.1. Le résultat suivant utilise la premiére propriété.

Proposition 5.5.1. Soient a,b € A\ {0} avec a|b. Alors on a

pla) < o(b)

avec égalité si et seulement si a ~ b.
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Preuve. Puisque a|b, on a p(a) < ¢(b) comme requis dans la définition 5.4.1.
Sia~ b, on a aussi b|a, donc p(b) < ¢(a) et par suite ¢(a) = p(b).
Réciproquement, supposons que ¢(a) = ¢(b). On peut écrire

a=qb+r

avec ¢,r € A qui satisfont r = 0 ou ¢(r) < ¢(b). Comme a|b, on trouve que a divise
r=a—qb, donc r = 0 ou p(a) < ¢(r). Comme p(a) = ¢(b), la seule possibilité est que
r = 0. Cela signifie que a = ¢ b, donc b|a et par conséquent a ~ b. Il

En appliquant ce résultat avec @ = 1, on en déduit

Corollaire 5.5.2. Soit b € A\ {0}. On a ¢(b) > p(1) avec égalité si et seulement si b € A*.

On est maintenant en mesure de démontrer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 5.5.3 (théoréme de factorisation unique). Soit a € A\ {0}. Il existe une
unité u € A*, un entier r > 0 et des éléments irréductibles py,...,p, de A tels que

a=upy---pr (5.8)

Pour toute autre factorisation de a comme produit

a=1uq - qs (5.9)
d’une unité u' € A* et d’éléments irréductibles q1,...,q, de A, on a s =1 et il existe une
permutation (i1,4,...,14,) de (1,2,...,r) telle que

a1 ™~ Piy s 42 ™~ Pigy -+ - 5 Qr ™ Di-

Preuve. 1° Existence : On démontre d’abord 'existence d’une factorisation de la forme
(5.8) par récurrence sur p(a).

Si p(a) < (1), le corollaire 5.5.2 nous apprend que ¢(a) = ¢(1) et que a € A*. Dans ce
cas, 1'égalité (5.8) est remplie pour le choix de u = a et r = 0.

Supposons maintenant que ¢(a) > ¢(1). Parmi les diviseurs p de a avec ¢(p) > ¢(1), on
en choisit un pour lequel ¢(p) est minimal. Si ¢ est un diviseur de cet élément p alors ¢ | a et
par suite on a ©(q) = ¢(1) ou ¢(q) > ¢(p). En vertu de la proposition 5.5.1, cela signifie que
g~ 1 ou g~ p. Cela étant vrai pour tout diviseur ¢ de p, on conclut que p est irréductible.
Ecrivons a = bp avec b € A. Comme b|a et b £ a, la proposition 5.5.1 donne ¢(b) < (a).
Par récurrence, on peut supposer que b admet une factorisation du type (5.8). Alors a = bp
admet aussi une telle factorisation (avec le facteur p en plus).

2° Unicité : Supposons que a admette aussi la factorisation (5.9), on obtient

upy---pr =g g (5.10)
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ot u,u’ sont des unités et pi,...,pr q1, - ,qs des éléments irréductibles de A. Sir = 0, le
membre de gauche de cette égalité est réduit a u et, puisqu’aucun élément irréductible de
A ne peut diviser une unité, cela implique s = 0 comme requis. Supposons maintenant que
r > 1. Comme p; divise up; - - - p,, il divise aussi v’ ¢; - - - ¢;. Puisque p; est irréductible, cela
implique, en vertu du corollaire 5.4.9, que p; divise au moins un des facteurs ¢, ..., s (car
p1 1 v/, Quitte & permuter qi, ..., qs si nécessaire, on peut supposer que p; | g;. Alors on a
¢1 = wip; pour une unité u; € A*, et 'égalité (5.10) livre

up2...pT:u/,q2...qS

ouu” = u'u; € A*. Puisque le membre de gauche de cette nouvelle égalité contient un facteur
irréductible de moins, on peut supposer, par récurrence, que cela implique r — 1 = s — 1
et ¢o ~ Diy,.--,q ~ p;, pour une permutation (is,...,7.) de (2,...,7). Alors 7 = s et
q1 ~ D1, G2 ™~ Piyy - -+, Qr ~ P;,. COMIME requis. [

Puisque le groupe des unités de Z est Z* = {1,—1} et que tout élément irréductible de
7 est associé a un et un seul nombre premier p, on en déduit :

Corollaire 5.5.4. Tout entier a non nul s’écrit sous la forme

a=+p-p,
pour un choix de signe &, un entier r > 0 et des nombres premiers p1,...,p.. Cette écriture
est unique a une permutation prés de py, ..., Pr.

Si r = 0, il faut interpréter le produit £p; - - - p, comme étant +1.

Puisque qu’on peut ordonner les nombres premiers par ordre de grandeur, on en déduit
encore :

Corollaire 5.5.5. Pour tout entier non nul a, il existe un et un seul choir de signe =+,
d’entier s > 0, de nombres premiers p1 < ps < --- < ps et d’entiers positifs e1,es, ..., e tels

que
e1. e

a = £p|'p, "'pgs'

De méme, si K est un corps, on sait que K[z]* = K* et que tout polynome irréductible
de K|[x] est associé a un et un seul polynome irréductible unitaire. Par contre, il n’y a pas
d’ordre naturel sur K[z]. On en déduit :

Corollaire 5.5.6. Soit K un corps et soit a(z) € K[x]\{0}. Il existe une constante c € K*,
un entier s > 0, des polynomes irréductibles unitaires distincts p1(x),...,ps(x) de K|x] et
des entiers positifs eq, ..., es tels que

a(x) =cpy(z)® - ps(x).

Cette factorisation est unique & une permutation prés des facteurs py(x), ..., ps(x)®.
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Exercices.

5.5.1. Soit a un élément non nul d’'un anneau euclidien A. Ecrivons a = up$* - - - p% oul u est
une unité de A, ou py, ..., ps sont des éléments irréductibles de A non associés deux a deux,
et ol ey, ..., e, sont des entiers > 0 (on convient que p® = 1). Montrer que les diviseurs de
a sont les produits vpfl ---p% olt v est une unité de A et ot dy, ..., d, sont des entiers avec
0<d;<e;pouri=1,...,s.

5.5.2. Soient a et b des éléments non nuls d’un anneau euclidien A et soient pi,...,ps un
systéme maximal de diviseurs irréductibles non associés deux a deux de ab.
(i) Montrer qu’on peut écrire

a=ups---p> et b=uvpl'---pl

avec u,v € A* et ey,...,e5 f1,..., fs € N.
(ii) Montrer que
pged(a, b) ~ pi* -+ pf*

ou d; = min(e;, f;) pour i =1,...,s.
(iii) Montrer que

ppem(a, b) ~ pit - - - ple

ou h; = max(e;, f;) pour ¢ =1,...,s (voir 'exercice 5.2.4 pour la notion de ppcm).

Indice. Pour (ii), utiliser le résultat de I'exercice 5.5.1.

5.6 Le théoréme fondamental de ’algébre

Fixons un corps K. On note d’abord :

Proposition 5.6.1. Soient a(z) € Klz] et r € K. Le polynéme x — r divise a(x) si et
seulement si a(r) = 0.

Preuve. En divisant a(x) par x — r, on trouve
a(z) = q(z)(z —r)+b

ou q(z) € Klz| et b € K car le reste de la division est nul ou de degré < deg(z —r) = 1.
En évaluant les deux membres de cette égalité en = r, on obtient a(r) = b. La conclusion
suit. [l

Définition 5.6.2. Soit a(x) € Klx]. On dit qu'un élément r de K est une racine de a(x) si
a(r) = 0.
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Le théoréme de d’Alembert-Gauss appelé aussi “théoréme fondamental de I'algébre” est
en fait un résultat d’analyse qui s’énonce ainsi :

Théoréme 5.6.3. Tout polynome a(x) € Clx] de degré > 1 admet au moins une racine dans

C.

Nous allons accepter ce résultat sans preuve. En vertu de la proposition 5.6.1, il implique
que les polynomes irréductibles unitaires de C[z] sont de la forme x —r avec r € C. En vertu
du corollaire 5.5.6, on conclut :

Théoréme 5.6.4. Soit a(x) € Clz| \ {0}, soient ri,...,rs les racines distinctes de a(x)
dans C, et soit ¢ le coefficient dominant de a(x). Il existe un et un seul choix d’entiers
e1,...,es > 1 tel que

a(x) =clx —r)" - (x —rg)*

L’entier e; s’appelle la multiplicité de r; comme racine de a(z).

Le théoréme 5.6.3 nous éclaire aussi sur les polynomes irréductibles de R[z].

Théoréme 5.6.5. Les polynomes irréductibles unitaires de R[z] sont de la forme x —r avec
r € R ou de la forme x*> +bx + ¢ avec b,c € R et b*> —4c < 0.

Preuve. Soit p(z) un polynome irréductible unitaire de R[z]. En vertu du théoréme 5.6.3, il
admet au moins une racine r dans C. Si r € R, alors  — r divise p(x) dans R[z] et par suite
p(z) =z —r. Sir ¢ R, alors le conjugué complexe 7 de r est distinct de r et, comme

p(r) =p(r) =

c’est aussi une racine de p(x). Par suite, p(x) est divisible par (x — r)(z — 7) dans Clz].
Comme ce produit s’écrit 22 + bz + c avec b = —(r +7) € R et ¢ = r7 € R, le quotient de
p(x) par 2 + bx + ¢ est un polynome de R[z] et par suite p(z) = z* + bz + c. Puisque les
racines de p(z) dans C ne sont pas réelles, on doit avoir b? — 4c < 0. O

Exercices.

5.6.1. Soit K un corps et soit p(z) un polynéme non nul de Kz .
(i) Supposons que deg(p(z)) = 1. Montrer que p(x) est irréductible.
(ii) Supposons que 2 < deg(p(x)) < 3. Montrer que p(x) est irréductible si et seulement
si il n’admet pas de racine dans K.
(iii) En général, montrer que p(z) est irréductible si et seulement si il n’admet pas de
facteur irréductible de degré < deg(p(x))/2 dans K [z].

5.6.2. Soit F3 = {0,1,2} le corps fini & 3 éléments.
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(i) Déterminer tous les polynoémes unitaires irréductibles de Fs[z] de degré au plus 2.
(ii) Montrer que z* + 23 + 2 est un polynome irréductible de Fs[x].
(iii) Factoriser 2° +2x*+ 223 + 2%+ 2 +2 en produit de polynomes irréductibles de Fs|z].

5.6.3. Déterminer tous les polynomes unitaires irréductibles de Fy[x] de degré au plus 4 ou
Fy = {0, 1} désigne le corps fini a 2 éléments.

5.6.4. Factoriser z* — 2 en produit de polynomes irréductibles (i) dans R[z], (ii) dans Cl[z].

5.6.5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur C et soit 7: V — V un
opérateur linéaire. Montrer que 7" posséde au moins une valeur propre.

5.6.6. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur un corps K, soit T: V — V
un opérateur linéaire sur V', et soient A,..., A\s les valeurs propres distinctes de 7" dans K.
Montrer que 7" est diagonalisable si et seulement si

carp(z) = (x — A) -+ (x — Ag)®
ou e; =dimg F),(T) pour i =1,...,s.

Indice. Utiliser le théoréme 3.2.3.

5.6.7. Soit A € Mat,x,(K) oil n est un entier positif et K un corps. Enoncer et démontrer
une condition nécessaire et suffisante, analogue a celle de 'exercice 5.6.6, pour que A soit
diagonalisable sur K.
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Chapitre 6

Modules

La notion de module est une extension naturelle de celle d’espace vectoriel. La différence
est que les scalaires ne sont plus pris dans un corps mais plutot dans un anneau. Cela
permet d’englober davantage d’objets. Ainsi, on verra qu'un groupe abélien est un module
sur 'anneau Z des entiers. On verra aussi que si V' est un espace vectoriel sur un corps K
muni d’un opérateur linéaire, alors V' est naturellement un module sur Panneau K[z| des
polynomes en une variable sur K. Dans ce chapitre, on introduit de maniére générale la
théorie des modules sur un anneau commutatif avec les notions de sous-module, de module
libre, de somme directe, d’homomorphisme et d’isomorphisme de modules. On réinterpréte
le sens de ces constructions dans plusieurs contextes, le plus important pour nous étant le
cas d’un espace vectoriel sur un corps K muni d’un opérateur linéaire.

6.1 La notion de module

Définition 6.1.1. Un module sur un anneau commutatif A est un ensemble M muni d’une
addition et d’'une multiplication par les éléments de A :

MxM — M et AxM — M
(u,v) — u+v (a,u) — au

qui satisfont les axiomes suivants :

Modl. u+(v+w)=(u+v)+w

Mod2. u+v=v+u } pour tout choix de u,v,w € M.

Mod3. 1l existe 0 € M tel que u+ 0 = u pour tout u € M.
Mod4. Pour tout u € M, il existe —u € M tel que u+ (—u) = 0.

Mod5. Iu=u

Mod6. a(bu) = (ab)u
Mod7. (a+bju=au+bu
Mod8. a(u+v)=au+av

pour tout choix de a,b € A et u,v e M.

5
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Dans la suite, on parlera indifféeremment de module sur A ou de A-module pour désigner
un tel objet.

Si on compare la définition de module sur un anneau commutatif A & celle d’'un espace
vectoriel sur un corps K (voir la définition 1.1.1), on reconnait les mémes axiomes. Comme
un corps est un type particulier d’anneau commutatif, on en déduit :

Ezemple 6.1.2. Un module sur un corps K est simplement un espace vectoriel sur K.

Les axiomes Mod1l & Mod4 signifient qu'un module M est un groupe abélien sous
l'addition (voir I'appendice A). On en déduit que l'ordre dans lequel on additionne des
éléments uy, ..., u, de M n’affecte par leur somme notée

n
u+---+u, ou E u;.
i=1

L’élément 0 de M caractérisé par 'axiome Mod3 est appelé le zéro de M (c’est 1’élément
neutre pour l'addition). Enfin, pour chaque u € M, 'élément —u de M caractérisé par
I’axiome Mod 4 est appelé 'inverse additif de u. On définit la soustraction dans M par

u—v:=u+(—v).

On vérifie aussi, par récurrence sur n, que les axiomes de distributivité Mod7 et Mod8
impliquent en général

(Zn:aZ)u:Zn:aiu et azn:uizzn:aui (6.1)
i=1 i=1 i=1 i=1

quels que soient a,ay,...,a, € Aet u,uy,...,u, € M.
On montre encore :

Lemme 6.1.3. Soit M un module sur un anneau commutatif A. Pour tout a € A et tout
ue M, ona

(i) Ou=0 et a0 =0
(ii) (—a)u=a(—u) = —(au).
Preuve. Dans A, on a 0+ 0 = 0. Alors I'axiome Mod?7 livre
Ou= (04 0)u = O0u + Ou,
donc Ou = 0. Plus généralement, puisque a + (—a) = 0, le méme axiome donne
Ou=(a+ (—a))u=au+ (—a)u.
Comme Ou = 0, cela signifie que (—a)u = —(au).

Les formules a0 = 0 et a(—u) = —(au) se démontrent de maniére semblable en appli-
quant plutot 'axiome Mod8. Il
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Supposons que M soit un Z-module, c¢’est-a-dire un module sur Z. Alors, M est un
groupe abélien sous 'addition et, pour tout entier n > 1 et pour tout u € M, les formules
de distributivité générale (6.1) livrent

nu:(1+-~-+1)u:1u_|_..._|_1u:u+..._|_u
N e’ . ~ )

Vv Vv
n fois n fois n fois

Grace au lemme 6.1.3, on trouve aussi

(—n)u=n(-u)=(-u)+---+(-u) et Ou=0.

\

n fois

Autrement dit, la multiplication par les entiers dans M est entiérement déterminée par la
loi d’addition dans M et correspond a la notion naturelle de produit par un entier dans
un groupe abélien. Réciproquement, si M est un groupe abélien, la régle des “exposants”
(Proposition A.2.11 de 'appendice A) signifie que le produit par un entier dans M satisfait
aux axiomes Mod6 a Mod8. Comme il satisfait clairement ’axiome Mod5, on en déduit :

Proposition 6.1.4. Un Z-module est simplement un groupe abélien muni de la multiplication
naturelle par les entiers.

La proposition suivante fournit un troisiéme exemple de module.

Proposition 6.1.5. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K, et soit T € Endg (V) un
opérateur linéaire sur V. Alors V est un K[x]-module pour 'addition de V' et la multiplication
par les polynomes donnée par

pour tout p(x) € Klx| et tout v € V.

Preuve. Comme V' est un groupe abélien sous l’addition, il suffit de vérifier les axiomes
Mod5 a Mod8. Soient p(x),q(z) € K[z]| et u,v € V. On doit montrer :

1) Ilv=v,
2) p(x)(q(z)v) = (p(x)q(z))v,
3) (p(z) + q(@))v = p(z)v + q(x)v,
4) p(z)(u+v) = p(z)u+p(z)v.
En vertu de la définition de produit par un polynome, cela revient & montrer
U) Iy(v) =v,
2’) p(T)(q(T)v) = (p(T) 0 q(T))v,
) (p(T) + q(T))v = p(T)v +q(T)v,
) (

3
) p(T)(a+v) =p(T)a+ p(T)v,
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car 'application

K[z] — Endg(V),

r(z) — r(T)
d’évaluation en T', étant un homorphisme d’anneaux, elle applique 1 sur Iy, p(z) + ¢(x) sur
p(T) + q(T) et p(x)q(z) sur p(T) o q(T). Les égalités 1),2') et 3') découlent des définitions
de Iy, p(T) o q(T) et p(T) + q(T) respectivement. Enfin 4") découlent du fait que p(T) est
une application linéaire. Il

Dans le contexte de la proposition 6.1.5, on note aussi que, pour un polyndéme constant
p(r) =a avec a € K, on a

p(z)v=(al)(v)=av

quel que soit v € V. Donc la notation a v posséde le méme sens que ’on considére a comme
un polynoéme de K[z] ou comme un scalaire du corps K. On peut donc énoncer le complément
suivant & la proposition 6.1.5.

Proposition 6.1.6. Dans les notations de la proposition 6.1.5, la multiplication externe par
les éléments de Klx| sur V' étend la multiplication scalaire par les éléments de K.

Ezemple 6.1.7. Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur Q muni d’une base B = {vy, va}
et soit 1T': V' — V l'opérateur linéaire déterminé par les conditions

T(vy) =vi—vy, T(vg)=vy.
On munit V' de la structure de Q[z]-module associée & cet endomorphisme T'. Calculons

(22 — 1)vy + (2* + 32)v,.

Solution: Par définition, c¢’est

T — (V1) + (T* +3T)(vy) =2T(v1) — vi + T?(va) + 3T (v)
= 3T(vy) —vi+3T(va) (car T*(vy) = T(T(vy)) = T(v1))
=3(vi —vy) —v1 +3vy

= 5V1 — 3V2.

Fixons un anneau commutatif A quelconque. On conclut avec trois exemples généraux
de A-module. Les détails des preuves sont laissés en exercice.

Exemple 6.1.8. L’anneau A est un A-module pour sa loi d’addition et la multiplication
externe

AxA — A

(a,u) — au

donnée par le produit dans A.
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Ezxemple 6.1.9. Soit n € N*. L’ensemble
ay
a2
A”:{ . ;al,ag,...,aneA}
Qp,

des n-uplets d’éléments de A est un module sur A pour les opérations

aq b1 a + b1 aq cay

as bg as + b2 ag cas
+1 .| = : et c| .| =

an by, an + by, an cay,

Pour n = 1, on retrouve la structure naturelle de A-module sur A' = A décrite par
I’exemple 6.1.8.

Ezxemple 6.1.10. Soient M, ..., M, des A-modules. Leur produit cartésien
My x -+ x M, ={(ay,...,u,);u; € My,...,u, € M,}

est un A-module pour les opérations

(W, u,) + (Vvi, ..., v) = (U4 vy, .. ,u, +vy,)
c(uy,...,u,) = (cuy,...,cuy).
Remarque. Si on applique la construction de 'exemple 6.1.10 avec M; = --- = M, = A

pour la structure naturelle de A-module sur A donnée par 'exemple 6.1.8, on obtient une
structure de A-module sur A x --- x A = A™ qui est essentiellement celle de 'exemple 6.1.9
excepté que les éléments de A™ sont présentés sous forme de lignes. Pour les applications
ultérieures, il est cependant plus commode d’écrire les éléments de A™ en colonnes.

Exercices.

6.1.1. Compléter la preuve du lemme 6.1.3 en montrant que a0 = 0 et a(—u) = —(au).

6.1.2. Soit V' un espace vectoriel de dimension 3 sur F5 muni d’une base B = {vy, vy, v3} et
soit T": V' — V l'opérateur linéaire déterminé par les conditions

T(vi) =vi+2va—vs, T(v2) =va+dvs, T(vs)=vs.

Pour la structure correspondante de Fs[z]-module sur V', calculer
(i) = v,
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(i) 22vy — (x + 1)vo,
iii) (22% — 3)vy + (3z)ve + (2 + 2)v3.
6.1.3. Soit T: R? — R? Popérateur linéaire dont la matrice en base standard £ = {e;, e}

est

Tle = (g _01) Pour la structure de R[z]-module associée sur R?, calculer

[

(i) xey,
(11) .%‘2 e + €9,

(iii) (z* +z+ 1)e; + (22 — 1)es.

6.1.4. Soit n € N* et soit A un anneau commutatif. Montrer que A™ est un A-module pour
les opérations définies dans 'exemple 6.1.9.

6.1.5. Soient M, ..., M, des modules sur un anneau commutatif A. Montrer que leur produit
cartésien My X --- x M, est un A-module pour les opérations définies dans ’exemple 6.1.10.

6.1.6. Soit M un module sur un anneau commutatif A et soit X un ensemble. Pour tout
a € A et toute paire de fonctions f: X — M et g: X — M, on définit f+g: X — M et
af: X — M en posant

(f +9)(x) = f(x) +g(x) et (af)(z)=af(z)

pour tout x € X. Montrer que I'ensemble F (X, M) des fonctions de X dans M est un
A-module pour ces opérations.

6.2 Sous-modules

Fixons un module M quelconque sur un anneau commutatif A quelconque.

Définition 6.2.1. Un sous-A-module de M est un sous-ensemble N de M qui remplit les
conditions :

SM1. 0 N.
SM2. Siu,ve N, alorsu+v e N.
SM3. Siae Aetuée N, alorsau € N.

On note que la condition SM3 implique —u = (—1)u € N pour tout u € N ce qui,
joint aux conditions SM1 et SM2, signifie qu'un sous-A-module de M est en particulier un
sous-groupe de M.

Les conditions SM2 et SM3 demandent qu’un sous-A-module N de M soit stable sous
I’addition dans M et la multiplication par les éléments de A dans M. Par restriction, ces
opérations fournissent donc une addition sur N et une multiplication par les éléments de
A sur N. On laisse en exercice le soin de vérifier que ces opérations satisfont les 8 axiomes
requis pour faire de N un A-module.

Proposition 6.2.2. Un sous-A-module N de M est lui-méme un A-module pour ’addition
et la multiplication par les éléments de A restreintes de M a N.
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Ezxemple 6.2.3. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Un sous-K-module de V est
simplement un sous-K-espace vectoriel de V.

Ezxemple 6.2.4. Soit M un groupe abélien. Un sous-Z-module de M est simplement un sous-
groupe de M.

Exemple 6.2.5. Soit A un anneau commutatif considéré comme module sur lui-méme (voir
I'exemple 6.1.8). Un sous-A-module de A est simplement un idéal de A.

Dans le cas d’un espace vectoriel V' muni d’un endomorphisme, le concept de sous-module
se traduit ainsi :

Proposition 6.2.6. Soit Vun espace vectoriel sur un corps K et soit T € Endg (V). Pour la
structure correspondante de K|x]-module sur V, un sous-K[z]-module de V' est simplement
un sous-espace vectoriel T-invariant de V', c’est-a-dire un sous-espace vectoriel U de V' tel
que T'(u) € U pour tout u € U.

Preuve. Comme la multiplication par les éléments de K[z] sur V étend la muliplication
scalaire par les éléments de K (voir la proposition 6.1.6), un sous-K[z]-module U de V est
nécessairement un sous-espace vectoriel de V. Comme il satisfait aussi zu € U pour tout
u € U, et que zu = T(u) (par définition), on obtient aussi que U doit étre T-invariant.

Réciproquement, si U est un sous-espace vectoriel T-invariant de U, on a T'(u) € U pour
tout u € U. Par récurrence sur n, on en déduit que 7"(u) € U pour tout entier n > 1 et
tout u € U. Par suite, pour tout polynome p(z) = ag + ez + - -+ + a,2" € KJz| et tout
u € U, on trouve

p(x)u = (apl + 1T+ -+ a,T")(u) = apu+ a;T(u) + - -+ a,T"(u) € U.

Donc U est un sous-K[z]-module de V' : on vient de montrer qu’il remplit la condition
SM3 et les autres conditions SM1 et SM2 sont satisfaites en vertu du fait que U est un
sous-espace de V. Il

On conclut cette section avec quelques constructions générales valables pour un A-module
quelconque.

Proposition 6.2.7. Soient uy,...,u, des éléments d’un A-module M. L’ensemble
{ar w1+ +asus; aq,...,as € A}

est un sous-A-module de M qui contient uy,...,uy et il est le plus petit sous-A-module de
M avec cette propriété.

Ce sous-A-module est appelé le sous-A-module de M engendré par uy, ..., us. Il noté
(ug,...,us)a ou Auy+---+ Au,.

La preuve de ce résultat est laissée en exercice.
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Définition 6.2.8. On dit qu'un A-module M (ou un sous-A-module de M) est cyclique s'il
est engendré par un seul élément. On dit qu’il est de type fini s’il est engendré par un nombre
fini d’éléments de A.

Ezemple 6.2.9. Si uy,...,u, sont des éléments d’un groupe abélien M, alors (uy,...,us)z
est simplement le sous-groupe de M engendré par uy, ..., u,. En particulier, M est cyclique
en tant que groupe abélien si et seulement si il est cyclique en tant que Z-module.

Ezemple 6.2.10. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, soit {vy,..., v}
un systéme de générateurs de V, et soit T" € Endg (V). Comme la structure de K|x]-module
sur V associée & T étend celle de K-module, on a

V=(vi,...,Vs)k C(V1,-..,Vs) K],

donc V' = (vi,...,Vs)k[s est aussi engendré par vi,...,v, en tant que K|x]-module. En
particulier, V' est un K[z]-module de type fini.

Proposition 6.2.11. Soient Ny, ..., N, des sous-modules d’un A-module M. Leur intersec-
tion Ny N---N Ny et leur somme

Ni+-+Ny={u+-+u;;u €N,...,u, € N;}

sont des sous-A-modules de M.

Preuve pour la somme. On note d’abord que, puisque 0 € N; pouri=1,...,s, on a

0=0+---+0& N, +---+N,.

Soient u, u’ des éléments quelconques de Ny + - -- + N, et soit a € A. On peut écrire
u=u +---+u; et u=uj+--+u
avec up,uj € Np,...,u, u, € Ng. Par suite, on obtient
ut+u = (u+u))+--+(us+u,)e N+ + N
au = (auy)+---+(aus) € Ny+---+ N,.
Cela montre que Ny + - -+ + N, est un sous-A-module de M. ]
Notons en terminant cette section que la notation Au;+- - -+ A u, pour le sous-A-module

(uy,...,us)4 engendré par des éléments uy,...,us de M est consistante avec la notion de
somme de sous-modules car, pour tout élément u de M, on a

Au=(u)s ={au; a € A}

Lorsque A = K est un corps, on reconnait les notions usuelles d’intersection et de somme
de sous-espaces d’un espace vectoriel sur K. Lorsque A = Z, on retrouve plutot les notions
d’intersection et de somme de sous-groupes d'un groupe abélien.

Exercices.
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6.2.1. Démontrer la proposition 6.2.2.

6.2.2. Soit M un groupe abélien. Expliquer pourquoi les sous-Z-modules de M sont simple-
ment les sous-groupes de M.

Indice. Montrer que tout sous-Z-module de M est un sous-groupe de M et, réciproquement,
que tout sous-groupe de M est un sous-Z-modules de M.

6.2.3. Démontrer la proposition 6.2.7.

6.2.4. Soit M un module sur un anneau commutatif A, et soient wuq,...,us, vy,...,v; € M.
Posons L = (uy,...,us)aet N = (vy,...,v;)a. Montrer que L+N = (U, ..., Us, V1, ..., 0 ) 4.

6.2.5. Soit M un module sur un anneau commutatif A. On dit qu'un élément u de M est de
torsion 8’il existe un élément non nul a de A tel que au = 0. On dit que M est un A-module
de torsion si tous ses éléments sont de torsion. Supposons que A soit un anneau intégre.
(i) Montrer que ’ensemble M, des éléments de torsion de M est un sous-A-module de
M.
(ii) Montrer que, si M est de type fini et si tous ses éléments sont de torsion, alors il
existe un élément non nul a de A tel que au = 0 pour tout u € M.

6.3 Modules libres

Définition 6.3.1. Soient uy, ..., u, des éléments d’'un A-module M.
(i) On dit que uy,...,u, sont linéairement indépendants sur A si le seul choix d’éléments
ai,...,a, de A tels que

au; +---+a,u, =0
esta; =---=a, =0.

(i) On dit que {uy,...,u,} est une base de M siuy,...,u, sont linéairement indépendants
sur A et engendrent M en tant que A-module.

(iii) On dit que M est un A-module libre s’il admet une base.

Par convention le module {0} réduit & un seul élément est un A-module libre qui admet
pour base I’ensemble vide.

A la différence des espaces vectoriels de type fini sur un corps K qui admettent toujours
une base, les A-modules de type fini n’admettent pas de base en général (voir les exercices).

Exemple 6.3.2. Soit n € N*. Le A-module A" introduit & I'exemple 6.1.9 admet pour base

1 0 0
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En effet, on
aq 1 0 0
(05} O ]. .
S N B R P SR (6.2)
an, 0 0 1
pour tout choix de aq,...,a, € A. Donc eq,...,e, engendrent A" en tant que A-module.
Enfin, si a1, ..., a, € A satisfont a;e; + - - - + a,e, = 0, alors I’égalité (6.2) livre
aq 0
a9 0
an, 0
et par suite a; = as = --- = a, = 0. Donc ey, ...,e, sont aussi linéairement indépendants
sur A.
Exercices.

6.3.1. Montrer qu’un groupe abélien fini M admet une base en tant que Z-module si et
seulement si M = {0} (auquel cas I’ensemble vide est, par convention, une base de M).

6.3.2. En général, montrer que, si M est un module fini sur un anneau commutatif infini A,
alors M est un A-module libre si et seulement si M = {0}.

6.3.3. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit 7' € Endg (V).
Montrer que, pour la structure correspondante de K|[x]-module, V' admet une base si et
seulement si V' = {0}.

6.3.4. Soient m et n des entiers positifs et soit A un anneau commutatif. Montrer que
Mat,,«n(A) est un A-module libre pour les opérations usuelles d’addition et de multiplication
par les éléments de A.

6.4 Somme directe

Définition 6.4.1. Soient M, ..., M, des sous-modules d’'un A-module M. On dit que leur
somme est directe si le seul choix de uy € My, ..., us € M, tels que

u +---+u;=0

est u; = --- = u, = 0. Lorsque cette condition est remplie, on note la somme M; + - - - + M,
sous la forme M; @& --- ® M,.

On dit que M est la somme directe de My, ..., Mg si M = M, @ --- & M,.



6.5. HOMOMORPHISMES DE MODULES 85

Les propositions suivantes qui généralisent les résultats analogues de la section 1.4 sont
laissées en exercice. La premiére justifie 'importance de la notion de somme directe.

Proposition 6.4.2. Soient My, ..., M, des sous-modules d’un A-module M. Alors, on a
M =M, & ---H M si et seulement si, pour tout u € M, il existe un et un seul choizx de
u € Mq,...,us € M, tels queu =uy + - - - + ug.

Proposition 6.4.3. Soient My, ..., My des sous-modules d’un A-module M. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) la somme de My, ..., M est directe,

2) Miﬂ(M1+---+]\//E+--~+MS):{O} pouri=1,...,s,

3) M;N (Miyr+---+ M) ={0} pouri=1,...,s—1.

Ezemple 6.4.4. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soit 7' € Endg (V). Pour
la structure correspondante de K |[x]-module sur V| on sait que les sous-modules de V' sont

simplement les sous-espaces vectoriels T-invariants de V. Comme la notion de somme directe
ne fait intervenir que Paddition, dire que V, en tant que K[z]-module, est somme directe de

sous- K [x]-modules Vi, ..., V; équivaut simplement a dire que V, en tant qu’espace vectoriel
sur K, est somme directe de sous-espaces vectoriels T-invariants Vi, ..., V.
Exercices.

6.4.1. Démontrer la proposition 6.4.3.

6.4.2. Soit M un module sur un anneau commutatif A et soient uy,...,u, € M. Montrer
que {uy,...,u,} est une base de M si et seulement si on a a la fois M = Au; & --- & Au,
et aucun des éléments uy, ..., u, n'est de torsion (voir 'exercice 6.2.5 pour la définition de
ce terme).

6.5 Homomorphismes de modules

Fixons un anneau commutatif A.

Définition 6.5.1. Soient M et N des A-modules. Un homomorphisme de A-modules de M
dans N est une fonction ¢: M — N qui satisfait

HM1. p(u; +uz) = ¢(uy) + ¢(uz) pour tout choix de uy,uy € M,
HM2. p(au) =ap(u) pour tout a € A et tout u € M.

La condition HM1 signifie qu’'un homomorphisme de A-modules est en particulier un
homomorphisme de groupes sous I'addition.
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Ezxemple 6.5.2. Si A = K est un corps, des K-modules M et N sont simplement des espaces
vectoriels sur K et un homomorphisme de K-modules ¢: M — N n’est rien d’autre qu’une
application linéaire de M dans N.

Exemple 6.5.3. On rappelle que si A = Z, des Z-modules M et N sont simplement des
groupes abéliens équipés de la multiplication naturelle par les entiers. Si p: M — N est
un homomorphisme de Z-modules, la condition HM1 montre que c¢’est homomorphisme de
groupes. Réciproquement si ¢p: M — N est un homomorphisme de groupes abéliens, on a

p(nu) =np(u)

pour tout n € Z et tout u € M (exercice), donc ¢ remplit les conditions HM1 et HM2 de la
définition 6.5.1. Donc, un homomorphisme de Z-modules est simplement un homomorphisme
de groupes abéliens.

Ezemple 6.5.4. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soit 7' € Endg (V). Pour
la structure correspondante de K[zr]-module sur V', un homomorphisme de K|[z]-modules
S: V — V est simplement une application linéaire telle que SoT =T o S (exercice).

Ezemple 6.5.5. Soient m,n € N* et soit P € Mat,,«x,(A). Pour tout choix de u,u’ € A" et
dea€ A, on a :
Plu+u')=Pu+Pu et P(au)=aPu.

Donc la fonction
A — A™

u — Pu

est un homomorphisme de A-modules.

Le résultat suivant montre qu’on obtient ainsi tous les homomorphismes de A-modules
de A™ dans A™.

Proposition 6.5.6. Soient m,n € N* et soit p: A" — A™ un homomorphisme de A-
modules. Il existe une et une seule matrice P € Mat,,«,(A) telle que

e(u) = Pu  pour tout u € A". (6.3)
Preuve. Soit {ey,...,e,} la base “canonique” de A" définie a 'exemple 6.3.2 et soit P la
matrice m X n dont les colonnes sont Cy := p(e;1), ..., C, = ¢(e,). Pour tout n-uplet
3]
u=| : | € A" on trouve :
Qn
a1
o) =p(are; + - +aze,) =a; C1+ - +a,C = (Cr+-Cp) | 1 | =Pu.
an

Donc P satisfait la condition (6.3). C’est la seule matrice qui remplisse cette condition car
si une matrice P € Mat,,«,,(A) satisfait aussi p(u) = P'u pour tout u € A", alors sa j-iéme
colonne est P'e; = p(e;) = C; pour tout j =1,...,n. O
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On reprend la théorie générale avec le résultat suivant.

Proposition 6.5.7. Soient o: M — N et p: N — P des homomorphismes de A-modules :
(i) La composée 1o p: M — P est aussi un homomorphisme de A-modules.

(ii) Si p: M — N est bijective, son inverse ¢ ': N — M est un homomorphisme de
A-modules.

La partie (i) est laissé en exercice.

Preuve de (ii). Supposons que ¢ soit bijective. Soient v, v € N et a € A. On pose
ui=p'(v) et u =g V).
Comme u,u’ € M et que ¢ est un homomorphisme de A-modules, on trouve
P+ ) = p(u) + p(W) = v+v et plau) = ap(u) = av.

Par conséquent,

!/

el v+v)=utu =p (V) +o (V) et o lav)=au=ap(v).
Cela montre bien que ¢~ ': N — M est un homomorphisme de A-modules. O

Définition 6.5.8. Un homomorphisme de A-modules qui est bijectif est appelé un isomor-
phisme de A-modules. On dit qu'un A-module M est isomorphe a un A-module N §’il existe
un isomorphisme de A-modules ¢: M — N. On écrit alors M ~ N.

En vertu de ces définitions, la proposition 6.5.7 admet pour conséquence immeédiate :

Corollaire 6.5.9. Soient o: M — N et ¢p: N — P des isomorphismes de A-modules. Alors
WYow: M — Petypt: N— M sont aussi des isomorphismes de A-modules.

On en déduit encore que I'isomorphisme est une relation d’équivalence sur la classe des
A-modules. De plus, 'ensemble des isomorphismes de A-modules d’'un A-module M dans
lui-méme, appelés automorphismes de M, forment un sous-groupe du groupe des bijections
de M dans lui-méme. On 'appelle le groupe des automorphismes de M.

Définition 6.5.10. Soit ¢: M — N un homomorphisme de A-modules. Le noyau de ¢ est

ker(p) == {u € M; p(u) = 0}

et I’image de ¢ est
Im(¢) :={p(u); ue M}.

Le noyau et I'image d’un homomorphisme de A-modules ¢: M — N sont donc simple-
ment le noyau et I'image de ¢ considéré comme homomorphisme de groupes abéliens. Le
résultat suivant est laissé en exercice.
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Proposition 6.5.11. Soit ¢: M — N un homomorphisme de A-modules :
(i) ker(p) est un sous-A-module de M.

(77) Im(p) est un sous-A-module de N.

(#ii) L’homomorphisme ¢ est injectif si et seulement si ker(¢) = {0}. Il est surjectif si et
seulement si Im(p) = N.

Ezemple 6.5.12. Soit M un A-module et soit a € A. L’application
p: M — M

u — au
est un homomorphisme de A-modules (exercice). Son noyau est
M, :={ue M;au=0}

et son image est,
aM :={au;ue M}.

Donc, en vertu de la proposition 6.5.11, M, et aM sont des sous-A-modules de M.

On conclut ce chapitre par le résultat suivant.

Proposition 6.5.13. Soit o: M — N un homomorphisme de A-modules. Supposons que M
soit libre avec base {uy, ..., u,}. Alors ¢ est un isomorphisme si et seulement si {o(uy), ..., p(u,)}
est une base de N.

Preuve. On va montrer plus précisément que

i) ¢ est injectif si et seulement si p(uy),...,¢(u,) sont linéairement indépendants sur A,
ii) ¢ est surjectif si et seulement si p(u;),...,¢(u,) engendrent N.
Par conséquent, ¢ est bijectif si et seulement si {¢(u;),...,p(u,)} est une base de N.

Pour démontrer (i), on utilise le fait que ¢ est injectif si et seulement si ker(p) = {0}
(proposition 6.5.11(i77)). On note que, pour tout choix de ay,...,a, € A, on a

ap(uy) + -+ app(u,) =0 <= plau; + -+ +ayu,) =0 (6.4)
< au; + - + a,u, € ker(p).

Si ker(p) = {0}, la derniére condition devient ajuy + - - -+ a,u, = 0 qui implique a; = -+ =
a, = 0 puisque uy, ..., u, sont linéairement indépendants sur A. Dans ce cas, on conclut que
v(uy), ..., p(u,) sont linéairement indépendants sur A. Réciproquement, si ¢(uy), ..., p(u,)
sont linéairement indépendants, les équivalences (6.4) nous apprennnent que le seul choix de
ai,...,a, € A tel que aju; + -+ + ayu, € ker(p) est a; = --- = a, = 0. Comme uy,...,u,
engendrent M, cela implique que ker(p) = {0}. Ainsi ker(¢) = {0} si et seulement si

o(uy),...,¢(u,) sont linéairement indépendants. Pour démontrer (i7), on utilise le fait que
v est surjectif si et seulement si Im(¢) = N. Comme M = (uy,...,u,)4, on a

Im(p) = {e(aiu; +---+au,); ar,...,a, € A}
= {amp(a) + - +ap(uy); ar,...,a, € A}
= {p(w), ... p(un))a.
Donc Im(p) = N si et seulement si ¢(uy),. .., p(u,) engendrent N. O
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Exercices.

6.5.1. Démontrer la proposition 6.5.7 (i).
6.5.2. Démontrer la proposition 6.5.11.

6.5.3. Démontrer que I'application ¢ de I'exemple 6.5.12 est un homomorphisme de A-
modules.

6.5.4. Soit ¢: M — M’ un homomorphisme de A-modules et soit N un sous-A-module de
M. On définit I'smage de N sous ¢ par

(N) :=={p(u); ue M}.
Montrer que
(i) @(N) est un sous-A-module de M"';

(ii) si N = (uy,...,up)4, alors p(N) = (p(uy),...,o(0n))a;

(iii) si N admet une base {ui,...,u,} et si @ est injective, alors {p(uy),..., ()} est
une base de ¢(N).

6.5.5. Soit ¢: M — M’ un homomorphisme de A-modules et soit N’ un sous-A-module de
M'. On définit 'image réciproque de N’ sous ¢ par

¢ ' (N):={ueM;p(u) e N'}

(cette notation ne suppose pas que ¢! existe). Montrer que ¢ ' (N) est un sous-A-module
de M.

6.5.6. Soit M un A-module libre avec base {uy,...,u,}, soit N un A-module quelconque,
et soient vq,...,v, des éléments quelconques de N. Montrer qu’il existe un et un seul ho-
momorphisme de A-modules p: M — N tel que ¢(u;) =v; pouri=1,... n.

6.5.7. Soit N un A-module de type fini engendré par n éléments. Montrer qu’il existe un
homomorphisme de A-modules surjectif ¢: A — N.

Indice. Utiliser le résultat de ’exercice 6.5.6.
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Chapitre 7

Structure des modules de type fini sur
un anneau euclidien

Dans ce chapitre, on définit les notions d’annulateur d’'un module et d’annulateur d’'un
élément d’un module. On étudie en détail le sens de ces notions pour un groupe abélien fini
considéré comme Z-module puis pour un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
K muni d’un endomorphisme. On cite ensuite sans démonstration le théoréme de structure
pour les modules de type fini sur un anneau euclidien et on analyse ses conséquences dans
les mémes deux situations. On montre enfin un raffinement de ce résultat et on conclut avec
la forme canonique de Jordan pour un opérateur linéaire sur un espace vectoriel complexe
de dimension finie.

7.1 Annulateurs

Définition 7.1.1. Soit M un module sur un anneau commutatif A. L’annulateur d’un élément
u de M est
Ann(u) :=={a € A; au = 0}.

L’ annulateur de M est

Ann(M) :={a € A; au = 0 pour tout u € M}.

Le résultat suivant est laissé en exercice :

Proposition 7.1.2. Soient A et M comme dans la définition ci-dessus. Les annulateurs de
M et des éléments de M sont des idéauz de A. De plus, si M = (uy, ..., us)a, alors

Ann(M) = Ann(u;) N --- N Ann(uy).

Rappelons qu'un A-module est dit cyclique sl est engendré par un seul élément (voir la
section 6.2). Pour un tel module, la derniére assertion de la proposition 7.1.2 livre :

91
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Corollaire 7.1.3. Soit M un module cyclique sur un anneau commutatif A. On a Ann(M) =
Ann(u) pour tout générateur u de M.

Dans le cas d'un groupe abélien G noté additivement et considéré comme Z-module, ces
notions se traduisent ainsi :

1° L’annulateur d’un élément g de GG est
Ann(g) = {m € Z; mg = 0}.

C’est un idéal de Z. Par définition, si Ann(g) = {0}, on dit que g est d’ordre infini. Sinon,
on dit que g est d’ordre fini et son ordre, noté o(g), est le plus petit élément positif de
Ann(g), donc c’est aussi le générateur de Ann(g).

2° L’annulateur de G est
Ann(G) = {m € Z; mg = 0 pour tout g € G}.

C’est aussi un idéal de Z. Si Ann(G) # {0}, alors le plus petit élément positif de Ann(G),
c’est-a-dire son générateur positif, est appelé I’ezposant de G.

Si G est un groupe fini, alors 'ordre |G| du groupe (sa cardinalité) est un élément de
Ann(G). Cela découle du théoréme de Lagrange qui dit que, dans un groupe fini (commutatif
ou non), l'ordre de tout élément divise 'ordre du groupe. Dans ce cas, on a Ann(G) # {0}
et exposant de G est un diviseur de |G/|. Plus précisément, on montre :

Proposition 7.1.4. Soit G un groupe abélien fini considéré comme Z-module. L’exposant
de G est le ppecm des ordres des éléments de G et c¢’est un diviseur de l'ordre |G| de G. Si
G est cyclique engendré par un élément g, l'exposant de G, l'ordre de G et l'ordre de g sont
égaux.

Rappelons qu’un plus petit commun multiple (ppcm) d’une famille finie d’entiers non nuls
ai,...,as est tout entier m non nul divisible par chacun de a4, ..., as et qui divise tout autre
entier avec cette propriété (voir les exercices 5.2.4 et 5.4.6 pour I’existence du ppcm).

Preuve. Soit m le ppcm des ordres des éléments de G. Pour tout ¢ € G, on a mg = 0 car
o(g) | m, donc m € Ann(QG). Par ailleurs, si n € Ann(G), alors ng = O pour tout g € G, donc
o(g) | n pour tout g € G et par suite m | n. Cela montre que Ann(G) = mZ. Donc I'exposant
de G est m. Le commentaire qui précéde la proposition montre que c’est un diviseur de |G].

Si G = Zg est cyclique engendré par g, on sait que |G| = o(g), et le corollaire 7.1.3 donne
Ann(G) = Ann(g). Donc Pexposant de G est o(g) = |G|. O

Exemple 7.1.5. Soient C} = Zg, et Cy = Zgs des groupes cycliques engendrés respectivement
par un élément g; d’ordre 6 et un élément g, d’ordre 8. On forme leur produit cartésien

01 X Cg = {(kgl, Egz); k’,g c Z} = Z(gl,O) ‘l‘Z(O,gg)

1° Cherchons l'ordre de (2¢1,3g2).
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Pour un entier m € Z, on a

m(2¢1,392) = (0,0) <= 2mg; =0 et 3mgs =0
< 6|2m et 8|3m
< 3|m et 8|m
< 24|m.

Donc ordre de (2g1,3g2) est 24.

2° Cherchons 'exposant de C x (.
Pour un entier m € Z, on a

m € Ann(C) x Cy) m(kgi, lg2) = (0,0) Vk,le€Z
mkgr =0 et mlg, =0 Vk (€Z
mgr =0 et mg,=0

6|m et 8|m

24|m.

111ty

Donc 'exposant de C7 x Cy est 24.

Comme |C} x Cy| = |Cy] |Cy| = 6-8 = 48 est un multiple strict de Pexposant de C x Cs,
le groupe Cy x C5 n’est pas cyclique (voir la derniére partie de la proposition 7.1.4).

Dans le cas d’un espace vectoriel muni d’un endomorphisme, les notions d’annulateurs se
traduisent ainsi :

Proposition 7.1.6. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K et soit T € Endg (V). Pour
la structure correspondante de K[x]-module sur V', Uannulateur d’un élément v de V est

Amn(v) = {p(z) € Klz]; p(T)(v) = 0},
tandis que 'annulateur de V est
Amn(V) = {p(z) € Klz]; p(T') = 0}.

Ce sont des idéaux de K|z].

Preuve. La multiplication par un polynéme p(x) € K|[z] est définie par p(x)v = p(T')v pour
tout v € V. Donc, pour v € V fixé, on a :

p(z) € Ann(v) <= p(T)(v)=0
et en conséquence

p(r) € Ann(V) < p(T)(v)=0 VWweV <<= pT)=0.
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On sait que tout idéal non nul de K[x] posséde un unique générateur unitaire, a savoir
le polyndéme unitaire de plus petit degré qui appartienne a cet idéal. Dans le contexte de la
proposition 7.1.6, le résultat suivant fournit le moyen de calculer le générateur unitaire de
Ann(v) lorsque V' est de dimension finie.

Proposition 7.1.7. Avec les notations de la proposition 7.1.6 supposons que V soit de
dimension finie. Soit v € V avec v # 0. Alors :
(i) il existe un plus grand entier positif m tel que v, T(v),..., T™ Y(v) soient linéairement
indépendants sur K ;

(ii) pour cet entier m, il existe un et seul choix d’éléments ag,ay, ..., an—1 de K tels que

T™(v) = agv + a1 T(V) + -+ + @ T (V);

1

(i11) le polynome p(x) = " —ap—12™ ' —- - —ayx—ay est le générateur unitaire de Ann(v) ;

(iv) le sous-K[z]-module U de V' engendré par v est un sous-espace vectoriel T-invariant
de V' qui admet pour base C = {v,T(v),...,T™ 1 (v)};

)

00 -+ 0 a
10 --- 0 aq
(v) ona[T| Jc = 01 -0 a
00 -+ 1 ap

Avant de passer a la preuve de ce résultat, on donne un nom a la matrice qui apparait
dans la derniére assertion de la proposition.

Définition 7.1.8. Soit m € N* et soient aq, ..., a,—1 des éléments d’'un corps K. La matrice
00 --- 0 ag
10 0 aq
0 1 0 a9
00 --- 1 apn
s’appelle la matrice compagnon du polynéme unitaire £™ —a,, 2™ ' —---—a;x—ag € K[x].

Preuve de la proposition 7.1.7. Soit n = dimg (V). On observe d’abord que, pour tout en-

tier m > 1, les vecteurs v, T(v),...,T™(v) sont linéairement dépendants si et seulement
si Pannulateur Ann(v) de v contient un polynéme non nul de degré au plus m. Comme
dimg (V) = n, on sait que v,T(v),...,T"(v) sont linéairement dépendants et par suite

Ann(v) contient un polynéme non nul de degré < n. En particulier Ann(v) est un idéal non
nul de K[z], et en tant que tel il posséde un unique générateur unitaire p(x), a savoir son
élément unitaire de plus petit degré. Soit m le degré de p(x). Comme v # 0, on a m > 1.
Ecrivons

p(z) = 2™ — a1 2™ — - — a1 — ap.
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Alors I'entier m est le plus grand entier tel que v,T(v),...,T™ (v) soient linéairement
indépendants et les éléments ag, ay, ..., a,,—1 de A sont les seuls pour lesquels
T™(V) = a1 T™ (V) — -+ — a1 T(Vv) — agv = 0,

c’est-a-dire tels que
T"(V) = agv + a;T (V) + -+ + a1 T (V). (7.1)
Cela démontre (i), (ii) et (iii) tout a la fois. Par ailleurs, on a clairement
T(T'(v)) € (v,T(v),..., T (v))k

pour i =0,...,m—2 et la formule (7.1) montre que cela est encore vrai pour i = m—1. Alors,
en vertu de la proposition 2.6.4, le sous-espace (v, T(v),...,T™ 1(v))x est T-invariant. Par
suite, c¢’est un sous-K [z]-module de V' (voir la proposition 6.2.6). Comme il contient v et
qu’il est contenu dans U := K|z]v, on en déduit que ce sous-espace est U. Enfin, puisque
v, T(v),...,T™ 1 (v) sont linéairement indépendants, on conclut que ces m vecteurs forment
une base de U. Cela démontre (iv). La derniére assertion (v) découle directement de (iv) en
utilisant la relation (7.1). O

Ezemple 7.1.9. Soit V' un espace vectoriel de dimension 3 sur Q, soit B = {vy, vo, v3} une
base de V', et soit T' € Endg (V). Supposons que

2 =2 -1
[T]B: I -1 -1 )
1 1 0

et cherchons le générateur unitaire de Ann(vy).

On trouve

2 -2 -1 1
T(vi)ls=[Tlsvils=| 1 -1 -1 ol=11]1,
11 0 0 1

2 -2 -1 2
[TQ(Vl)]B = [T 5T (v1)|s = 1 -1 -1 ) =
1 1 0

1
1
2 —2 -1
[T (v)ls = [T]s[T*(vi)ls= | 1 -1 -1 (
11 0

donc
T(Vl) = 2V1 —|— Vo —|— V3, T2(V1) =V —f- ?)Vg7 Tg(Vl) = —V] — 2V2 —|— V3.

Comme
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les vecteurs vy, T(v1), T%(vy) sont linéairement indépendants. Comme dimg(V') = 3, le plus
grand entier m tel que vy, T(vy),...,T™ (vy) soient linéairement indépendants est néces-
sairement m = 3. En vertu de la proposition 7.1.7, cela signifie que le générateur unitaire de
Ann(vy) est de degré 3. On trouve

T3(v1) = agvy + a,T(vy) + asT?(v)) <= [T3(V1)]3 = ao[vi]g + a1 [T (v1)]5 + a2 [TQ(Vl)]B

—1 1 2 1
g —2 = Qo 0]+ aq 1]+ [25) 0
1 0 1 3
Ao + 2@1 + o = —1
<= aq = -2
a; + 3&2 = 1
= ay=2, a1=-2 et ay=1.

Ainsi on a
T3(vy) = 2vy — 2T (vy) + T?(vy).

En vertu de la proposition 7.1.7, on conclut que le polynome
p(z) =2° — 2% + 22 -2
est le générateur unitaire de Ann(vy).

Comme dimg(V) = 3 et que vy, T(vy), T%(v1) sont linéairement indépendants sur Q,
I’'ensemble ordonné C = {v,T(vy),T?(vy)} forme une base de V. Donc,

V = (vi,T(v1), T*(v1))g = (Vi)q

est un Q[z]-module cyclique engendré par v; et la derniére assertion de la proposition 7.1.7
donne

De la proposition 7.1.7, on déduit :

Proposition 7.1.10. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit
T € Endg (V). Pour la structure de K[z]-module correspondante sur V', l'idéal Ann (V') n’est
pas nul.

Preuve. Soit {vy,...,v,} une base de V. On a
V=(vi,...,Va)k = (Vi, ..., Vo) K[a]-
Alors la proposition 7.1.2 donne

Ann(V) = Ann(vy) N --- N Ann(v,).
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Pour chaque i = 1,...,n, la proposition 7.1.7 montre que Ann(v;) est engendré par un
polynome unitaire p;(z) € K[z] de degré < n. Le produit p;(z) - - - p,(z) annule chacun des
v;, donc il annule V' tout entier. Cela montre que Ann(V') contient un polynéme non nul de
degré < n?. O

On conclut cette section avec la définition suivante.

Définition 7.1.11. Soit V un espace vectoriel sur un corps K et soit T € Endg (V). Suppo-
sons que Ann(V') # {0} pour la structure correspondante de K[z]-module sur V. Alors le
générateur unitaire de Ann(V') est appelé le polynéome minimal de T et noté miny(z). En
vertu de la proposition 7.1.6, ¢’est le polynéme unitaire p(z) € Klz| de plus petit degré tel
que p(T) = 0.

Ezemple 7.1.12. Dans Pexemple 7.1.9, V' est un Q[z]-module cyclique engendré par vi. En
vertu du corollaire 7.1.3, on a donc

Ann(V) = Ann(vy),

et par suite le polynome minimal de T est le générateur unitaire de Ann(vy), c’est-a-dire que
ming(z) = 2* — 2 + 2z — 2.

Exercices.

7.1.1. Démontrer la proposition 7.1.2 et son corollaire 7.1.3.

7.1.2. Soient C7 = Zg,, Cy = Zgy et C3 = Zgs des groupes abéliens cycliques d’ordres

respectifs 6, 10 et 15.
(i) Déterminer 1'ordre de (3¢g1,592) € C x Ch.
(ii) Déterminer I'ordre de (g1, g2, 93) € C1 x Cy x Cs.
(iii) Déterminer I'exposant de Cy x Cb.
)

(iv) Déterminer I'exposant de Cy x Cy x Cs.

7.1.3. Soit V' un espace vectoriel de dimension 3 sur R, soit B = {vy, Vo, v3} une base de V,
et soit T € Endg (V). Supposons que

1 0 -1
Tls=-1 1 2
1 -1 -2

Pour la structure correspondante de R[z]-module sur V' :
(i) déterminer le générateur unitaire de Ann(vy);

(ii) déterminer le générateur unitaire de Ann(vs) et en déduire celui de Ann(V).
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7.1.4. Soit T: Q* — Q3 l'application linéaire dont la matrice relative a la base standard
E ={es, ey, e3} de Q3 est

0

[T]e =

N DN
W DN N

-1
—2
Pour la structure correspondante de Q[z]-module sur Q3 :

(i) déterminer le générateur unitaire de Ann(e; + e3);

(ii) montrer que Q® est T-cyclique et en déduire ming(z).

7.1.5. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K et soit 7' € Endg (V).
(i) Montrer que I, T, ... ., T sont linéairement dépendants sur K.
(ii) En déduire qu’il existe un polynéme non nul p(x) € K|x] de degré au plus n? tel que
p(T) = 0.

(iii) Enoncer et démontrer le résultat correspondant pour une matrice A € Mat,,y, (K).

7.1.6. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K et soit 7' € Endg (V).
Supposons que V soit T-cyclique. Montrer qu’il existe un polynéme non nul p(x) € K[x] de
degré au plus n tel que p(T") = 0.

7.2 Modules sur un anneau euclidien

On énonce d’abord le théoréme de structure pour un module de type fini sur un anneau
euclidien, puis on examine ses conséquences pour les groupes abéliens et les espaces vectoriels
munis d’un endomorphisme. La preuve du théoréme sera donnée au chapitre 8.

Théoréme 7.2.1. Soit M un module de type fini sur un anneau euclidien A. Alors M est
une somme directe de sous-modules cycliques

M= Au; ® Auy @ --- D Aug,

avec A 2 Ann(u;) 2 Ann(ug) 2 -+ O Ann(uy).

Puisque A est euclidien, chacun des idéaux Ann(u;) est engendré par un élément d; de A.
La condition Ann(u;) O Ann(u;,) signifie dans ce cas que d; |d; 41 si d; # 0 tandis qu’elle
implique d;11 = 0 si d; = 0. 1l existe donc un entier ¢ tel que dy,...,d; ne soient pas nuls
avec dy |dy| ... |d; et dyyy = -+ = ds = 0. La condition A # Ann(uy) signifie en outre que
d; n’est pas une unité. Elle est facile a remplir car si Ann(u;) = A, alors u; = 0 et par suite
on peut omettre le facteur Au; de la somme directe.

Bien que la décomposition de M spécifiée par le théoréme 7.2.1 ne soit en général pas
unique, on peut montrer que U'entier s et les idéaux Ann(uy), ..., Ann(us) ne dépendent que
de M et non du choix des u;. Par exemple, on a la caractérisation suivante de Ann(uy), dont
la preuve est laissée en exercice :
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Corollaire 7.2.2. Avec les notations du théoréme 7.2.1, on a Ann(M) = Ann(us).

Dans le cas ou A = Z, un A-module est simplement un groupe abélien. Pour un groupe
abélien fini, le théoréme 7.2.1 et son corollaire livrent :

Théoréme 7.2.3. Soit G un groupe abélien fini. Alors G est une somme directe de sous-
groupes cycliques
G=7g ®ZLgo® ---D Ly,

avec 0(g1) # 1 et o(g1) |o(g2) | - .. |0(gs). De plus l’exposant de G est o(gs).

Pour la situation qui nous intéresse plus particuliérement dans ce cours, on obtient :

Théoréeme 7.2.4. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit
T € Endg (V). Pour la structure correspondante de K[x]-module sur V', on peut écrire

V = Klvi® Klz]vo® -+ & K[z]v, (7.2)

de telle sorte qu’en désignant par d;(x) le générateur unitaire de Ann(v;) pouri=1,... s,
on ait deg(dy(z)) # 0 et
di(x)|dy(x)]| ... |ds(z).

Le polynéme minimal de T' est dg(x).

En combinant ce résultat avec la proposition 7.1.7, on obtient :

Théoréme 7.2.5. Avec les notations du théoréme 7.2.4, posons
Vi=Klz]v; et n; =deg(d;(x))
pouri=1,...,s. Alors, l’ensemble ordonné
C={v,T(v1),....,T" " (vi),...... Ve, T(vy), ..., T (v,)}

est une base de V' relative a laquelle la matrice de T' est diagonale par blocs avec s blocs sur
sa diagonale :

le i-ieme bloc D; de la diagonale étant la matrice compagnon du polynéome d;(x).

Preuve. En vertu de la proposition 7.1.7, chaque V; est un sous-espace T-cyclique de V' qui
admet pour base

Ci={vi,T(vs),....,T" (vy)}
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et on a

Comme V =V, @ --- @V, le théoréme 2.6.6 montre que C = C; II --- I C; est une base de
V telle que

7] el 0 P
0 0
[T VS]CS DS
]
Le polynomes di(x),...,ds(x) qui apparaissent dans le théoréme 7.2.4 s’appellent les

diviseurs élémentaires de T et la matrice correspondante (7.3) fournie par le théoréme 7.2.5
s’appelle la forme rationnelle de T'. 11 découle du théoréme 7.2.5 que la somme des degrés
des diviseurs élémentaires de 1" est égale & la dimension de V.

Eremple 7.2.6. Soit V' un espace vectoriel sur R de dimension 5. Supposons que les diviseurs
élémentaires de T soient

di(z) =2 -1, dy(z)=ds(x) =2%— 22+ 1.

Alors il existe une base C de V telle que

i 0

[T]e = 1 2

O 0 —1

-1
car la matrice compagnon de x — 1 est (1) et celle de 22 — 2z + 1 est ( 2 9 )

La preuve du théoreme 7.2.5 n’utilise pas les relations de divisibilité qui lient les poly-
nomes di(x),...,ds(z). Elle s’adapte en fait a toute décomposition de la forme (7.2).

Exemple 7.2.7. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension 5 et soit T:V — V un
opérateur linéaire sur C. Supposons que, pour la structure correspondante de Clz]-module
sur V', on ait

V = Clz]vy & Clz]ve & Clz]vs

et que les générateurs unitaires des annulateurs de vi, vy et v3 soient respectivement
?—irz+1—i, z—-1+2, 2+ (2+i)x—3.

Alors C = {vy,T(vy),v2,v3,T(v3)} est une base de V et

0 -1+

1 ) O

[T e = 1—-2¢

O 0 3
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Exercices.

7.2.1. Démontrer le corollaire 7.2.2 sur la base du théoréme 7.2.1.
7.2.2. Démontrer le théoréme 7.2.3 sur la base du théoréme 7.2.1 et de son corollaire 7.2.2.
7.2.3. Démontrer le théoréme 7.2.4 sur la base du théoréme 7.2.1 et de son corollaire 7.2.2.

7.2.4. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’'un endomorphisme T €
Endg (V). Supposons que, pour la structure correspondante de R[z]-module sur V', on ait

V = R[z]vi ® Rlz]v, ® R[z]vs,

ou vy, vy et vy sont des éléments de V' dont les annulateurs respectifs sont engendrés par
22 —x + 1, 23 et © — 2. Déterminer la dimension de V, une base C de V associée a cette
décomposition et, pour cette base, déterminer [T |c.

7.2.5. Soit A € Mat,x,(K) ou K est un corps. Montrer qu’il existe des polynomes uni-
taires non constants dy(z),...,ds(x) € K[z] avec dy(z)| - -+ | ds(x) et une matrice inversible
P € Mat, «,(K) telle que PAP™! soit diagonale par blocs, avec les matrices compagnon de
di(x),...,ds(x) sur la diagonale.

7.3 Décomposition primaire

Le théoréme 7.2.1 nous apprend que tout module de type fini sur un anneau euclidien
est une somme directe de sous-modules cycliques. Pour obtenir une décomposition plus fine,
il suffit de décomposer les modules cycliques. C’est 'objet de la décomposition primaire.
Comme elle s’applique a tout module d’annulateur non nul, on considére le cas général qui
n’est pas plus compliqué.

Avant de citer le résultat principal, rappelons que, si M est un module sur un anneau
commutatif A, alors, pour chaque a € A, on définit des sous-A-modules de M en posant

M,:={ue M;au=0} et aM ={au;uec M}
(voir I'exemple 6.5.12).

Théoréme 7.3.1. Soit M un module sur un anneau euclidien A. Supposons que M # {0}
et que Ann(M) contienne un élément non nul a. Ecrivons

a=€qy...qs

ol € est une unité de A, s un entier >0, et qi,...,qs des éléments non nuls de A premiers
deur o deuz. Alors l’entier s est > 1 et on a :

1) M:Mm@"'@qua
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2) My, =qi-G-qs M pouri=1,....s.
De plus, si Ann(M) = (a), alors Ann(My,) = (¢;) pour i =1,...,s.

Dans la formule 2), le chapeau sur g; signifie que ¢; est omis du produit. Si s = 1, ce
produit est vide et on convient que ¢y -+ q; -+ qs = 1.

Preuve. Comme Ann(M) est un idéal de A, il contient

ela=q g

Par ailleurs, puisque M # {0}, il ne contient pas 1. Donc, on doit avoir s > 1.

Sis =1, on trouve que M = M, = @1 M, et les formules 1) et 2) sont vérifiées. Supposons
désormais s > 2 et définissons

a;’=q--+q¢---qs pouri=1,...,8s.
Comme ¢y, ..., qs sont premiers deux a deux, les produits ay, ..., as sont premiers dans leur
ensemble et par suite, il existe r1,...,r, € A tels que

riag+ -+ rga, =1

(voir l'exercice 7.3.1). Alors, pour tout u € M, on a :

u = (ria1 + -+ rsas)u = riau+ -+ rsasu. (7.4)
Comme 1;a;u = a;(r;u) € a;M pour i = 1,...,s, cela montre que
M=uM+---+a;M. (7.5)

Siu € M, on aaju =0 pour tout indice j distinct de 7 car ¢; | a;. Donc la formule (7.4)
livre :
u = 1;a;u pour tout u € M. (7.6)

Cela montre que M,, C a;,M. Comme
gia;M = e oM = {0},
on a aussi a;M C M,,, donc a;M = M,,. Par suite I’égalité (7.5) devient
M = Mg +---+ M,,. (7.7)
Pour montrer que cette somme est directe, choisissons u; € My, , ..., us € M, tels que
Uy + -+ ug = 0.

En multipliant les deux membres de cette égalité par r;a; et en notant que r;a,u; = 0 pour
J # i (car ¢; |a; si j # i), on obtient

r;a;u; = 0.
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Comme (7.6) donne w; = 1;a;u;, on conclut que u; = 0 pour ¢ = 1,...,s. En vertu de la
définition 6.4.1, cela montre que la somme (7.7) est directe.

Enfin, supposons que Ann(M) = (a). Comme M,, = a;M, on trouve

Ann(M,,) = Ann(q;M)
{reA;ra,M =1{0}}
{reA;ra; € Ann(M)}
{reA;alra;}

(i)

Pour un module cyclique, le théoréme 7.3.1 admet la conséquence suivante :

Corollaire 7.3.2. Soit A un anneau euclidien et soit M = Au un A-module cyclique.
Supposons que u # 0 et que Ann(u) # {0}. Choisissons un générateur a de Ann(u) et
factorisons-le sous la forme

a:epil...pzs

ol € est une unité de A, s un entier > 1, p1,...,ps des éléments irréductibles de A non
associés deur o deux, et ey, ...,es des entiers positifs. Alors, pour i =1,...,s, le produit

ulzpilg’f\’pisueM
satisfait Ann(w;) = (p5*), et on a :

M = Au, @@ Au,. (7.8)
Preuve. Comme Ann(M) = Ann(u) = (a), le théoréme 7.3.1 s’applique avec ¢; = p§', ..., qs =

p. Puisque
GG M= Au; (1<i<s),

il fournit la décomposition (7.8) et livre

Ann(u;) = Ann(Aw;) = (¢;) = (p§") (1 <i<s).

En combinant ce résultat au théoréme 7.2.1, on obtient :

Théoréme 7.3.3. Soit M un module de type fini sur un anneau euclidien. Supposons que
M # {0} et que Ann(M) # {0}. Alors M est une somme directe de sous-module cycliques
dont 'annulateur est engendré par une puissance d’un élément irréductible de A.
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Preuve. Le corollaire 7.3.2 montre que ce résultat est vrai pour un module cyclique. Le cas
général s’ensuit puisque, selon le théoréme 7.2.1, le module M est une somme directe de
sous-modules cycliques, et que 'annulateur de chacun de ces sous-modules n’est pas nul
puisqu’il contient Ann(M). O

Ezemple 7.3.4. Reprenons les notations de 'exemple 7.1.9. L’espace vectoriel V' est un Q|z]-
module cyclique engendré par le vecteur vy et 'idéal Ann(v,) est engendré par

p(r) =2 —2? + 22 — 2 = (v — 1)(2* + 2).

Comme 2% + 2 n’admet pas de racine réelle, il n’admet pas de racine dans Q, donc c’est un
polynoéme irréductible de Q[z]. Le polynéme z — 1 est aussi irréductible, car son degré est 1.
Alors le corollaire 7.3.2 donne
V = Q[z]u; & Q[z]uy
ou
u; = (272 + 2)V1 = TZ(Vl) + 2V1 = 3V1 + 3V3,

Vi + Vo + Vg

w = (e—1)vy = T(vi)—wvy

satisfont
Amn(w) = (z —1) et Ann(uy) = (z° +2).

En raisonnant comme dans la preuve du théoréme 7.2.5, on en déduit que
C = {ul, o, T(llz)} = {3V1 + 3V3,V1 + Vo + V3, —V] — Vo + 2V3)}

est une base de V telle que

soit diagonale par blocs avec les matrices compagnons de = — 1 et de 2% + 2 sur la diagonale.

On laisse au lecteur le soin d’analyser la signification du théoréme 7.3.3 pour les groupes
abéliens. Pour la situation qui nous intéresse plus particuliérement, on trouve :

Théoréme 7.3.5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un coprs K et soit
T:V — V un opérateur linéaire sur V. Il existe une base de V' relative a laquelle la matrice
de T soit diagonale par blocs avec sur la diagonale les matrices compagnons de puissances
de polynomes unitaires irréductibles de K|x].

Cette matrice s’appelle la forme rationnelle primaire de T'. On peut montrer qu’elle est
unique & une permutation prés des blocs sur la diagonale.

On laisse la démonstration de ce résultat en exercice et on se contente de donner un
exemple.

Ezxemple 7.3.6. Soit V' un espace vectoriel de dimension 6 sur R et soit 7:V — V un
opérateur linéaire. Supposons que, pour la structure correspondante de R[x]-module sur V,
on ait

V = R[z]vy & R[z]v,

avec Ann(vy) = (2% — 22) et Ann(vy) = (23 —1).
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1° On a 23 — 2? = z%(x — 1) on = et x — 1 sont irréductibles. Par suite,
R[z]v, = R[z]v] @ Rlz]v/
ot vi = (x—1)vy =T (vy) —v; et v{ =z*v; =T?(v,) satisfont
Amn(v)) = (#*) et Ann(v)) = (v —1).

2° De méme, 22 — 1 = (z — 1)(22 + z + 1) est la factorisation de z°® — 1 en produit de
puissances de polynomes irréductibles de R[z]. Par suite,

R[z]vy = R[z]vy @ R[z]v]
ou vy = (2?2 +z+1)vy =T*(vy) + T(vqy) + vy et v = (x — 1)vy = T(vy) — vy satisfont
Amn(vh) = (r —1) et Ann(vly) = (2> +z +1).

3° On conclut que
V = R[z]v] & Rlz]v] & Rlz]v), & R[z]v)

et que
C= {Vlla T(Vll)v Vllla V/2’ V/2,7 T<V,2/)}

est une base de V' pour laquelle

— O
o O

O 0 -1

1 -1

avec sur la diagonale les matrices compagnons de 2%, v — 1, . — 1 et 22 + 2 + 1.

Exercices.

7.3.1. Soit A un anneau euclidien, soient pq,...,ps des éléments irréductibles non associés
de A et soient ey,...,es des entiers positifs. Posons ¢; = p;' et a; = ¢ -G ---qs pour
1=1,...,s. Montrer qu’il existe r1,...,7, € A tels que 1 = rja; + - -+ + rsas.

7.3.2. Soit M un module sur un anneau euclidien A. Supposons que Ann(M) = (a) avec
a # 0, et soit ¢ € A avec ¢ # 0. Montrer que M, = M, ou d = ged(a, c).
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7.3.3. Soit V' un espace vectoriel sur un corps K et soit 7" € Endg (V). On considére V'
comme un k[z]-module pour ce choix de T. Montrer que, dans ce contexte, les notions de
sous-modules M, et aM introduites dans I'exemple 6.5.12 et rappelées avant le théoréme
7.3.1 se lisent :

V) = ker(p(T)) et p(@)V = Im(p(T)).

pour tout p(x) € klz]. En déduire que ker(p(7)) et Im(p(T")) sont des sous-espaces T-
invariants de V.

7.3.4. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit 7' € Endg (V).
Supposons que p(x) € k[x] soit un polynome unitaire tel que p(T) = 0, et écrivons p(x) =
pr(2) -+ ps(x)® ou pi(z),. .., ps(x) sont des polyndomes irréductibles unitaires distincts de
klx] et e1,...,es des entiers positifs. En combinant I'exercise 7.3.3 et le théoréme 7.3.1,
montrer que

(i) V = (kerpi(T)) @ - - & (ker ps(T)*),
m)mmmTwzﬂm@mTw,”@ay«“mawﬁ;mmi:1,“&

7.3.5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K, et soit 7' € Endg (V).
Montrer que T est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal ming(z) admet
une factorisation de la forme

ming(z) = (. —aq) - (z — o)
ou ag,...,as sont des éléments distincts de K.

7.3.6. Soit T': R® — R3 I'application linéaire dont la matrice relative a la base canonique C
de R3 est

2 2 -1
Tle=[1 3 -1
2 4 —1

(i) Montrer que p(T) =0 ou p(x) = (z — 1)(z — 2) € R[z].
(ii) Pourquoi peut-on affirmer que R® = ker(T — I) @ ker(T — 2I) ?
(iii) Déterminer une base By pour ker(7 — I) et une base By pour ker(7T' — 21I).
(iv) Donner la matrice de T' par rapport a la base B = B; [[ B> de R3.
7.3.7. Soit V un espace vectoriel sur Q avec pour base A = {vy,vq,v3}, et soit T: V — V
lapplication linéaire dont la matrice relative a la base A est

5! 1 5!
(T]a=|-3 -2 -2
-3 -1 -3

(i) Montrer que p(T) = 0 ou p(x) = (z + 1)*(z — 2) € Q[z].
(ii) Pourquoi peut-on affirmer que V = ker(T + I)? & ker(T — 2I) ?
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(iii) Déterminer une base B; pour ker(T + I)? et une base By pour ker(T — 21).
(iv) Donner la matrice de 7" par rapport a la base B = By [[ B2 de V.

7.3.8. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur C et soit 7: V' — V une application
C-linéaire. Supposons que le polynome p(x) = z* — 1 satisfasse p(T') = 0. Factoriser p(x)
en produit de puissances de polynéomes irréductibles dans C[x] et donner une décomposition
correspondante de V' comme somme directe de sous-espaces T-invariants.

7.3.9. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur R et soit 7': V' — V une applica-
tion R-linéaire. Supposons que le polynome p(z) = 2% + 222 + 2z + 4 satisfasse p(T) = 0.
Factoriser p(x) en produit de puissances de polyndomes irréductibles dans R[z]| et donner une
décomposition correspondante de V' comme somme directe de sous-espaces T-invariants.

7.3.10 (Application aux équations différentielles). Soit D l'opérateur de dérivation sur l’es-
pace vectoriel Coo(R) des fonctions indéfiniment différentiables de R dans R. Le théoréme de
Rolle nous apprend que si une fonction f: R — R est différentiable en chaque point z € R
avec f'(x) =0, alors f est une constante.

(i) Soit A € R. Supposons qu'une fonction satisfasse f'(z) = Af(z) pour tout x € R.
En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction f(z)e=**, montrer qu’il existe une
constante C' € R telle que f(z) = Ce® pour tout € R. En déduire que ker(D —\I) =
<6)\$>R.

(i) Soient Ay,...,As des nombres réels distincts, et soit p(z) = (x — Ay) -+ (. — As) € R[z].
En combinant le résultat de (i) avec le théoréme 7.3.1, montrer que kerp(D) est un
sous-espace de Coo(R) de dimension s qui admet pour base {eM?, ... e},

(iii) Déterminer la forme générale des fonctions f € Coo(R) telles que f”"—2f"— f'+2f = 0.

7.4 Forme canonique de Jordan

Dans cette section, on fixe un espace vectoriel V' de dimension finie sur C et un opérateur
linéaire 7': V' — V. On munit aussi V' de la structure correspondante de C[x]-module.

Comme les polynomes irréductibles unitaires de C[z] sont de la forme = — X avec A € C,
le théoréme 7.3.3 donne
V =Clz]vi @ - & Clz]v,

pour des éléments vq,...,v, de V dont les annulateurs sont de la forme
Ann(vy) = ((x — )\1)61), ..., Ann(vy) = ((x — )\5)85)

avec A\j,...,A\; € Cetoey,..., e, € N%.

Posons U; = C[z]v; pour ¢ = 1,...,s. Pour chaque i, la proposition 7.1.7 montre que
Ci == {vi,T(vi),..., T (vi)} est une base de U; et que [T, |c, est la matrice compagnon
de (z — \;)“. Alors le théoréme 2.6.6, nous apprend que C = C; I --- I Cy est une base de
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V relative a laquelle la matrice de [T']¢ de T est diagonale par blocs avec, sur la diagonale,
les matrices compagnons des polynomes (z — A;)“, ..., (z — A)%. Clest la forme rationnelle
primaire de 7. Le lemme suivant propose un choix de base différent pour chacun des sous-
espaces U,.

Lemme 7.4.1. Soit v € V et soit U := Clz]v. Supposons que Ann(v) = ((z — \)¢) avec
A€ C et ee N Alors,

B={(T-X)'(v),....(T = \)(v),v}

est une base de U pour laquelle

[T, )8 = (7.9)

0 -

Preuve. Puisque Ann(v) = ((x — \)¢), la proposition 7.1.7 montre que
C:={v,T(v),...., T '(v)}
est une base de U et, par conséquent, dim¢c(U) = e. Posons
w, = (T —A)*"(v) pouri=1,...,e,

de sorte que B s’écrive
B ={uj,uy,...,u.}

(on convient que u, = (T — M\)°(v) = v). On trouve

T(ul) = (T — )\I)(ul) + )\111 = (T — )\I)E(V) + )\111 = )\111 (710)
car (T'— A)¢(v) = (x — A\)*v =0. Pour i = 2, ... e, on trouve aussi
T(uz) = (T — )J)(uz) + )\ui =u;,_1+ /\ui . (711)

Les relations (7.10) et (7.11) montrent en particulier que
T(w;) € (uy,...,u.)c pouri=1,... €.
Donc (uy, . .., u.)c est un sous-espace T-invariant de U. Comme il contient v = u,, il contient
tous les éléments de C et par suite
(ug,...,u.)c =U.

Comme dimc(U) = e = |B|, on conclut que B est une base de U. De (7.10) et (7.11), on
déduit

0
A .
0 1 .
[T(ul)]g = [/\111]3 = . et [T(uz)]g = [ui_l + /\ui]g = \ - pour © = 2, Lo, €y
: 7
0 :
0

d’ott la forme (7.9) pour la matrice [T, ]5. O
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Définition 7.4.2. Pour chaque )\ € C et chaque e € N*, on désigne par Jy(e) la matrice carrée
de taille e avec les coefficients de la diagonale égaux a A, les coefficients juste au-dessus de
la diagonale égaux a 1, et tous les autres coefficients égaux a 0 :

A1 0
Jy(e) = || & Matexe(©)
A

On l'appelle le bloc de Jordan de format e x e pour .

Grace au lemme 7.4.1 et a la discussion qui précéde, on conclut :

Théoréme 7.4.3. I existe une base B de V telle que [T |5 soit diagonale par blocs avec des
blocs de Jordan sur la diagonale.

Preuve. Le lemme 7.4.1 montre que, pour ¢ = 1, ..., s, le sous-espace U; admet pour base
Bi == {(T - /\i])e"_l(vi), ey (T — )\Z])(Vz)7 Vi}

et que
[T’Ui ]Bi = JAZ<61)

Alors, suivant le théoréme 2.6.6, 'ensemble ordonné B := By I1 - - - II B est une base de V'
pour laquelle

J,\l(el) O

[T]B _ J>\2(€2) ) ' (712)

0 I (es)

]

On dit que (7.12) est une forme canonique de Jordan de T. Le résultat suivant montre
que celle-ci est essentiellement unique, et donne le moyen de la calculer :

Théoréme 7.4.4. Les formes canoniques de Jordan de T s’obtiennent ['une de ’autre par
une permutation des blocs de Jordan sur la diagonale. Les blocs en question sont de la forme
Jr(e) ot X est une valeur propre de T et ou e est un entier > 1. Pour chaque N € C et
chaque entier k> 1, on a

dime ker(T — A% = Z min(k, e) ny(e) (7.13)

e>1

ot ny(e) désigne le nombre de blocs de Jordan égauz & Jx(e) sur la diagonale.
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Avant de passer a la démonstration de ce théoréme, on explique d’abord comment la
formule (7.13) permet de calculer les entiers ny(e) et donc de déterminer la forme canonique
de Jordan de T. Pour cela, on fixe A € C. On note qu’il existe un entier r > 1 tel que
nx(e) = 0 pour tout e > r et on pose

my, = dime ker(T' — A1 )"
pour k =1,...,7. Alors la formule (7.13) donne

my = n,\(l) -+ n,\(2) —+ n,\(S) + -+ TL)(T),
mae = nx(1) + 2nx(2) + 2nx(3) + - - - + 2n,\(r),
ms3 = nx(1) + 2nx(2) + 3na(3) + - - - + 3na(r), (7.14)

m, = 77,)\(1) + 2”)\(2) + 371,\(3) + -+ ’I"TL,\(’I“).

On en déduit
my = na(1) + na(2) +na(3) + - - - + na(r),
mo —my = ny(2) +nx(3) + - - +ny(r),
mz —my = nx(3) + - +na(r),

m, — my_1 = ny(r).

Donc, on peut retrouver ny(1),...,ny(r) a partir de la donnée de my, ..., m,. Explicitement,
cela donne
2mq — mo sie=1,
na(e) =< 2me —Me1 —Mmey1 sil<e<r, (7.15)
My — My_q sie=r.

Preuve du théoréme 7.4.4. Supposons que [T"]z soit sous la forme de Jordan (7.12) pour une
base B de V.

L’exercice 7.4.1 a la fin de cette section montre que, pour toute permutation Ji, ..., J!
des blocs Jy, (e1), ...,y (es), il existe une base B’ de V telle que

Pour montrer la premiére affirmation du théoréme, il suffit donc de vérifier la formule (7.13)
car, comme le commentaire qui suit le théoréme le montre, cette formule permet de calculer
tous les entiers ny(e) et par suite détermine la forme de Jordan de 7" & une permutation prés
des blocs sur la diagonale.
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Fixons A € C et k € N*, et posons n = dim¢(V). On a

dimg ker(T — A)* = n — rang[(T — A\ )¥]
=n —rang([T]g — M)*

J)\l(el) — )\I O k
=n — rang :
O J,\s(es) — /\]
(i (1) = AD)* 0
=n — rang 0 :

(x.(es) = AD)*
=n — (rang(Jy, (e1) — AI)" + - + rang(Jy, (e5) — AI)¥).

Comme par ailleurs, on a n =e; + - - - + e,, on conclut que

dimc ker(T — AI)* = Z (e; — rang(Jy, (e;) — AI)").

=1

Pourz=1,...,s, on trouve

donc la formule devient

dimg ker(T — M)* = Z (e; — rang(Jy,—x(€:))"). (7.16)

i=1

Si \; # A, on trouve
det(JAi_A(ei)) = (/\z — )\)ei 7é 0,

donc Jy, _x(e;) est inversible. Alors Jy, _x(e;)* est aussi inversible pour chaque entier k > 1.
Par suite, on a

rang(Jx, _a(e:)F) = e;  si A £\ (7.17)
Si\; =\, ona
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et on vérifie sans peine par récurrence sur k, que

Jo(e))* = O | e rk=1,...,e—1 (7.18)
ol€; = Ok 0 pou =1,...,€; .

et que Jo(e;)* = 0 si k > ¢; (dans la formule (7.18), le symbole I, ; représente la matrice
identité de format (e; — k) x (e; — k), le symbole 04 représente la matrice nulle de format
k x k, et les symboles 0 sur la diagonale sont des matrices nulles de formats mixtes). On en
déduit que

e, —k sil<k<e
rang(Jo(e;)") =< ~ " 7.19
g(o(en)) {O Lo (7.19)
Grace a (7.17) et (7.19), la formule (7.16) devient
dimcker(T = A)* = )~ min(k,e;) = Y min(k, e)ny(e)
{i; =2} e>1
ou, pour chaque entier e > 1, l'entier ny(e) représente le nombre d’indices i € {1,...,s}

tels que (\;,e;) = (A, e), donc le nombre de blocs égaux a Jy(e) sur la diagonale de (7.12).
Cela démontre la formule (7.13) et par la méme occasion compléte la preuve de la premiére

assertion du théoréme. Les exercices a la fin de cette section proposent une autre preuve de
(7.13).

Enfin, on trouve que

xl — Jy, (1) 0

0 xl — Jy,(es)
= det(xl — Jy,(e1))---det(xl — Jy (es))
=(x =) (= X))

carp(x) = det(xl — [T]|p) =

Par suite, les nombres A pour lesquels la forme de Jordan (7.12) de T contient un bloc J,(e)
avec e > 1 sont les valeurs propres de T'. Cela démontre la seconde assertion du théoréme et
conclut la démonstration. O]

Pour déterminer les entiers ny(e) grace aux formules (7.14), il faut connaitre, pour chaque
valeur propre A de T, le plus grand entier 7 tel que ny(r) > 1. Le corollaire suivant fournit
le moyen de calculer cet entier.

Corollaire 7.4.5. Soit A une valeur propre de T. Posons my, = dimc ker(T — X )* pour tout
k>1. Alors on a

mp <mo < -+ < Mp =Mpyp] = Mpgg="""

ot r désigne le plus grand entier pour lequel ny(r) > 1.
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Preuve. Soit r le plus grand entier pour lequel ny(r) > 1. Les égalités (7.14) montrent que
my — myg—1 > nx(r) > 1 pour k =2,...,r et par suite m; < mg < --- < m,. Pour k > r, la
formule (7.13) donne my = m,. O

Ezemple 7.4.6. Soit T': C'° — C1!° une application linéaire. Supposons que ses valeurs propres
soient 1+ et 2, et que les entiers

my, = dimg ker(T — (1 +4)I1)* et m), = dimg ker(T — 2I)*

satisfassent

my =3, me=D5 m3=06, myg=6 m;=2 mHo=4 et mj=4

Comme m; < mg < mg = my, le corollaire 7.4.5 montre que le plus grand bloc de Jordan de
T pour la valeur propre A = 1 + ¢ est de format 3 x 3. De méme, comme m} < m}, = mj, le
plus grand bloc de Jordan de T pour la valeur propre A = 2 est de format 2 x 2.

Les formules (7.14) pour A = 1 + 1 se lisent

myp = 3= n1+i(1) + n1+i(2) + n1+i<3)7
My = 5 = n1+i(1) —+ 2711.:,_1(2) + 2n1+i<3)’
ms = 6= n1+i(1) + 2n1+@(2) + 3n1+i(3)7

donc ny4i(1) = n144(2) = n144(3) = 1. Pour A = 2, elles s’écrivent

m'l =2= ng(].) + 712(2),

donc ny(l) = 0 et ny(2) = 2. On conclut que la forme canonique de Jordan de T est la
matrice diagonale par blocs avec, sur la diagonale, les blocs

. 1+ 1 0
. 1+ 1 . 21 2 1
(1+z),( ) 0 1+ 1 ( >( )
0 1+ 0 0 144 0 2 0 2

Ezemple 7.4.7. Soit T: C* — C* Dapplication linéaire dont la matrice relative a la base
canonique & de C* est

0 -1 4
1 -1 5
0 -1 8
-1 0 3

[T]e =

_— = O =

On cherche a déterminer la forme canonique de Jordan de 7.

Solution: Les calculs donnent

carp(z) = det(xl — [T]e) = 2°(z — 2)°.
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Donc les valeurs propres de T sont 0 et 2. On pose

my, = dimg ker(T — 01)* = 4 — rang[T" |¢ = 4 — rang([T|¢)"
m), = dimg ker(T — 2I)* = 4 — rang[(T — 21)*]¢ = 4 — rang([T']¢ — 2I)"

pour tout entier k > 1.

On trouve, apres des suites de transformations élémentaires de lignes, les formes échelon-
nées réduites suivantes :

10 -1 0
01 —1 0
Tle~1090 0 1
00 0 0
4 -4 0 8 1 —10 0
o |4 40 12 0 0 01
e= |8 -8 0 20 0 0 00
4 —4 0 8 0 0 00
12 12 0 20 1 -1 0 0
| 16 <16 0 32 0 0 01
= 28 —28 0 52 0 0 00
12 12 0 20 0 0 00
10 1 4 100 —1
0 —1 -1 5 010 —2
Tle=2=1"1 o 38| ~loo0o1 -3
1 -1 0 1 000 0
4 —4 4 -8 10 0 -1
4 —4 4 -8 01 -1 1
_2: ~
([T]e —21I) 4 -8 8 —12 00 0 0
00 0 0 00 0 0
8 —12 —12 20 10 0 -1
8 —12 —12 20 01 -1 1
([T]e —2I) 8 —20 -20 28 00 0 0
0 0 0 0 00 0 0

donc my =1, my = m3 = 2, m}{ =1 et m, = mj = 2. Ainsi le plus grand bloc de Jordan
de T pour la valeur propre 0 est de format 2 x 2 et celui pour la valeur propre 2 est aussi
de format 2 x 2. Comme la somme des tailles des blocs doit étre égale a 4, on conclut que la
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forme canonique de Jordan de 7' est

< JO(()Q) J2?2) ) -

Par contre, cela ne dit pas comment déterminer une base B de C* telle que [T |5 ait cette
forme. Les considérations du chapitre suivant donnent en principe le moyen de le faire.

o O OO
o NN OO
o= OO

o O O

Le pendant matriciel du théoréme 7.4.3 est ’énoncé suivant, :

Théoréme 7.4.8. Soit A € Mat,,»,(C). Il existe une matrice inversible P € GL,(C) telle
que P~YAP soit diagonale par blocs avec des blocs de Jordan sur sa diagonale.

I (e1) 0

Un tel produit P~1AP = 0

s’appelle une forme canonique de

J)\s (65>
Jordan de A.

Le pendant matriciel du théoréme 7.4.4 s’énonce ainsi :

Théoréme 7.4.9. Soit A € Mat,«,(C). Les formes canoniques de Jordan de A se déduisent
l'une de 'autre par une permutation des blocs de Jordan sur la diagonale. Les blocs en
question sont de la forme Jy(e) ou \ est une valeur propre de A et ou e est un entier > 1.
Pour chaque X\ € C et chaque entier k > 1, on a

n — rang(A — \)* Zmlnken)\ e)

e>1

ot ny(e) désigne le nombre de blocs égaux a Jy(e) sur la diagonale.

Ce résultat fournit le moyen de déterminer si deux matrices a coefficients complexes sont
semblables ou non :
Corollaire 7.4.10. Soient A, B € Mat,«,,(C). Alors A et B sont semblables si et seulement

st elles admettent une forme canonique de Jordan commune.

La déduction de cet énoncé est laissée en exercice.

Exercices.
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7.4.1. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension finie et soit 7': V' — V un opérateur
linéaire. Supposons qu’il existe une base B de V telle que

All O

[T]s= 0

A
ot A; € Mat, ., (C) pour i =1,...,s. Ecrivons

B=5B1---1IB;

ou B; consiste de e; éléments pour ¢ = 1,...,s. Enfin, pour chaque ¢, désignons par V; le
sous-espace de V engendré par B;.

(a) Montrer que chaque sous-espace V; est T-invariant, qu’il admet B; pour base et que

(b) Montrer que si (i1, ...,is) est une permutation de (1,...,s), alors B = B;, IT--- 11 B;,
est une base de V telle que

Ai1 . 0
A,

7.4.2. Soit V' un espace vectoriel sur C et soit T: V' — V un opérateur linéaire. Supposons
que
V — ‘/1 @ e @ VS

ou V; est un sous-espace T-invariant de V pour i =1,...,s.
(a) Montrer que ker(T) = ker(T|Vl) @D ker(T|Vs).
(b) En déduire que, pour tout A € C et tout & € N*, on a

ker(T — My )k = ker(T'|, — My)P @ - @ ker(T|, — My,)",

7.4.3. Soit T': V' — V un opérateur linéaire sur un espace vectoriel V' de dimension n sur C.
Supposons qu’il existe une base B = {vy,...,v,} de Vet A € C tels que

[T']s = Jx(n).

(a) Montrer que, si A # 0, alors dimc(ker T%) = 0 pour tout entier k& > 1.
(b) Supposons que A = 0. Montrer que

ker(T%) = (vi,...,vi)c

pour k =1,...,n. En déduire que dim¢ ker(T*) = min(k,n) pour tout entier k > 1.
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7.4.4. Donner une démonstration alternative de la formule (7.13) du théoréme 7.4.4 en pro-
cédant de la maniére suivante. On suppose d’abord que B est une base de V telle que

I (€1) 0
[Tz = 0

Iy, (€s)

D’apreés I'exercice 7.4.1, on peut écrire B = By 11 --- II B, ou, pour chaque ¢, B; est une base
d’un sous-espace T-invariant V; de V' avec

etonaV=Vao -0V,

(a) En appliquant U'exercice 7.4.2, montrer que

dimge ker(T — A)* = Z dim¢ ker(T|V‘ — \y)*

i=1
pour chaque A € C et chaque entier k£ > 1.

(b) Montrer que [T'|,, — Ay, s, = Jy—a(€:) et, grace a l'exercice 7.4.3, en déduire que

0 i\ £\
dime ker(T|,, — Aly,)* = { sLA 7

min(e;, k) si A= \.
(¢) En déduire la formule (7.13).

7.4.5. Déduire le théoréme 7.4.8 du théoréme 7.4.3 en appliquant ce dernier a 'opérateur
linéaire T4 : C* — C™ associé a A. De la méme facon, déduire le théoréme 7.4.9 du théoréme
7.4.4.

7.4.6. Démontrer le corollaire 7.4.10.

7.4.7. Soit T: C” — C7 une application linéaire. Supposons que ses valeurs propres soient 0,
1 et — et que les entiers

my, = dimcker %, m), = dimc ker(T — I)*,  m} = dimc ker(T + i1)*

satisfassent my = mo =2, m) =1, m{, =2, mfy =mj =3, m{ =1 et mj =mjs = 2. En
déduire la forme canonique de Jordan de T

7.4.8. Déterminer la forme canonique de Jordan de la matrice

0
A=| -1
0

—_ O
O = O
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Chapitre 8

Le théoréme des diviseurs élémentaires

Ce chapitre conclut la premiére partie du cours. On énonce d’abord le théoréme des
diviseurs élémentaires puis on montre qu’il entraine le théoréme de structure pour les modules
de type fini sur un anneau euclidien. Dans la section 8.2, on démontre le théoréme de Cayley-
Hamilton selon lequel, pour tout opérateur linéaire 7: V' — V sur un espace vectoriel V'
de dimension finie, on a carp(7) = 0. Le reste du chapitre est consacré a la preuve du
théoréme des diviseurs élémentaires. Dans la section 8.3, on montre que, si A est un anneau
euclidien, alors tout sous-module N de A™ posséde une base. Dans la section 8.4, on donne
un algorithme pour déterminer une telle base connaissant un systéme de générateurs de N.
Dans la section 8.5, on présente un algorithme plus complexe qui permet de transformer toute
matrice a coefficients dans A en sa “forme normale de Smith” et on en déduit le théoréme des
diviseurs élémentaires. Enfin, étant donné un opérateur linéaire 7: V' — V comme ci-dessus,
la section 8.6 fournit une méthode pour déterminer une base de B de V telle que [T ]z soit
sous forme rationnelle.

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau euclidien, et n un entier positif.

8.1 Preuve du théoréme de structure

On énonce d’abord :

Théoréme 8.1.1 (théoréme des diviseurs élémentaires). Soit N un sous-A-module de A".

Alors il existe une base {C1,...,Cn} de A", un entier r avec 0 < r < n et des éléments non
nuls dy,...,d,. de A avec dy |dy| --- | d, tels que {d,C,...,d,C,} soit une base de N.
La preuve de ce résultat est reportée a la section 8.5. Les éléments dy,...,d, qui ap-

paraissent dans son énoncé sont appelés les diviseurs élémentaires de N. On verra qu’ils
sont entiérement déterminés par N au produit prés par des unités de A. On se contente ici
d’expliquer comment on en déduit le théoréme de structure pour les A-modules de type fini.

119
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Preuve du théoréme 7.2.1. Soit M = (vy,...,V,)4 un A-module de type fini. L’application

A" — M
ay

—— a1Vy+ -+ a,Vy (81)
Qn
est un homorphisme surjectif de A-modules. Posons

N = ker ).

Alors N est un sous-A-module de A™. En vertu du théoréme des diviseurs élémentaires, il
existe une base {C4,...,C,} de A", un entier r avec 0 < r < n et des éléments non nuls
di,...,d, de A avec dy|dy| --- |d, tels que {d;C,...,d,C,} soit une base de N. Posons
encore

Comme A" = (C4,...,C,)4, On a

M =TIm(¢) = (uy,...,uy)a = Aug + - -+ + Au,. (8.2)
D’autre part, pour aq,...,a, € A, on trouve

au; + - +au, =0 <= (0 +- -+ a,(C,) =0
<~ '(ﬁ(alcl + -+ anCn) =0
— a,Ci+---+a,C, €N.

Or, {d,C4,...,d,C,} est une base de N. Donc la condition a;Cy + - - - + a,C,, € N équivaut
a existence de by,...,b, € A tels que

a1Cy + -+ a,Cp, = by(d1Ch) + -+ - + b, (d,C,.).
Comme C4,...,C, sont linéairement indépendants sur A, cela n’est possible que si
a; =bidy, ..., a,=bd. et a.1=---=a,=0.
On conclut que

a1u1+...+anunzo P a101+"'+anCnGN

8.3
— a€(d),...,a.€(d,) et a1=-=a,=0. (8:3)
En particulier, cela montre que
P L R (8.4)
a; =0 sir<i<mn.

Donc Ann(u;) = (d;) pour i = 1,...,7 et Ann(u;) = (0) pour i = r + 1,...,n. Comme
dy|dy| -+ |d,, on obtient

Ann(u;) 2 Ann(uz) 2 --- 2O Ann(u,). (8.5)
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Les formules (8.3) et (8.4) impliquent aussi que
au; +---+a,u,=0 <— aqu =---=a,u, =0.
En vertu de (8.2), cette propriété signifie que
M=Au, & - & Au, (8.6)

(voir la définition 6.4.1). Cela démontre le théoréme 7.2.1 sauf en ce qui concerne la condition

Ann(u;) # A.

Partant de la décomposition (8.6) satisfaisant (8.5), il est facile d’en obtenir une autre
avec Ann(u;) # A. En effet, pour tout u € M, on a

Anmn(u)=A <= u=0 <= Au={0}.
Donc si M # {0} et si k désigne le plus petit entier tel que uy # 0, on obtient
A # Ann(ug) 2 -+ O Ann(u,)
et
M={0}® - - {0} Au & ---® Au, = Au;, & --- & Au,

comme requis. Si M = {0}, on obtient une somme directe vide. O

La section 8.6 fournit un algorithme pour déterminer {C,...,C,} et dy,...,d, comme
dans I’énoncé du théoréme 8.1.1, pourvu qu’on connaisse un systéme de générateurs de N.
Dans I'application au théoréme 7.2.1, cela requiert un systéme de générateurs de ker(t)) ou
¥ est donné par (8.1). Le résultat ci-dessous comble ce besoin dans la situation qui nous
intéresse plus particulierement.

Proposition 8.1.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n > 0 sur un corps K, soit
B ={vi,...,v,} une base de V et soit T: V — V un opérateur linéaire. Pour la structure
correspondante de K[x]-module sur V', Uapplication

Klz]" — V

pi(x)
: — pl(x)vl + - +pn(x)vn

Pn()
est un homomorphisme surjectif de K|x]-modules, et son noyau est le sous-K|x]-module de
K[x]" engendré par les colonnes de la matrice xI — [T ]5.

Preuve. Ecrivons [T ] = (a;;). Soit N le sous-K [r]-module de K[z]" engendré par les co-

lonnes C,...,C, de 21 — [T ]g. Pour j =1,...,n,0on a
Ci=\|z—ay|,
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donc
V(C)) = (may)vit- 4 (@ —a)vj+ -+ (—an;)Va
= T(vj) = (ayvi+ - 4 an;vy)
=0
et par suite C; € ker(1)). Cela montre que N C ker(¢)).

Pour établir I'inclusion réciproque, on montre d’abord que tout n-uplet (pi(z), ..., pa(x))
de K[z]" peut s’écrire comme somme d’'un élément de N et d’un élément de K™.

On démontre cette assertion par récurrence sur le maximum m des degrés des polynomes
p1(z), ..., pu(x) en convenant, pour les besoins de ’argument, que le polynéme 0 est de degré
0. Sim =0, alors (p1(x),...,p.(z))" est un élément de K™ et on a terminé. Supposons m > 1
et le résultat vrai pour un n-uplet de polynémes de degrés < m — 1. En désignant par b; le
coefficient de 2™ dans p;(x), on trouve :

pi() bix™ + ( termes de degrés < m — 1)
pn(iﬂ) b,x™ + ( termes de degrés < m — 1)
pi(z)
= élxm_lCl +-- 4+ bnxm_lC@—i- :
eN Py ()
pour des polynomes p*(x),...,p:(x) de K[z]| de degrés < m — 1. En appliquant ’hypothése
de récurrence au n-uplet (pi(z),...,p:(z)), on conclut que (p1(x),...,pn(x))" est la somme
d’un élément de N et d'un élément de K™.
Soit (p1(z),...,pn(x))" un élément quelconque de ker(v)). En vertu de I'observation pré-
cédente, on peut écrire
pi() q1(x) 1
N N (8.7)
pa() qn() Cn
ou (¢1(x),...,qu(x)) € N et (c1,...,¢,)" € K™ Comme N C ker(¢)), on trouve que
€1 pi(z) q1(z)
=1 o |- ] eker(¥),
Cn Pn() Gn()
et par suite, en appliquant 1 au vecteur (ci, ..., c,)", on obtient
cvy+ -+ cv, =0.
Comme vy, ..., Vv, sont linéairement indépendants sur K, cela implique quec; =---=¢, =0
et I'égalité (8.7) livre
pi(z) ¢ (x)
= € N.
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Le choix de (p1(x),...,p,(2))" € ker(¢)) étant arbitraire, cela montre que ker(1)) C N, et par
suite ker(y)) = N. O

Ezemple 8.1.3. Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur R, soit A = {vy, vo} une base

de V, et soit T € Endg (V) avec [T |4 = ( _41 ?
R[z]-module sur V, on considére ’homomorphisme de R[x]-modules ¢: R[z]> — V donné

par

). Pour la structure correspondante de
o (B0 = s+ palavete).
p2()

(i) En vertu de la proposition 8.1.2, ker(¢)) est le sous-module de R[z]? engendré par les

colonnes de
r+1 =2

rx—1

Ker(1) = ( ( v ) ’ ( Lo ) >Rm'

(ii) On trouve que (z* —9)v; = 0 car

c’est-a-dire que

(22 = 9)vy = T?*(v1) — vy = T(—vy + 4vy) — 9v; = 0.

2

. -9 , . s o o
Ainsi on a (z 0 ) € ker(1)). Pour écrire cet élément de ker(1)) comme combinaison linéaire

des générateurs de ker(¢)) trouvés en (i), on procéde comme dans la preuve de la proposition

8.1.2. On obtient
(o)== () L2 (07
()= (5 () ()

et

donc

Exercices.
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8.1.1. Soit V' un espace vectoriel sur Q muni d'une base A = {vy, va}, et soit 7' € Endg(V)

1
=3 g) On considére V' comme un Q[z]-module et on désigne par N le noyau

de ’homomorphisme de Q[x]-modules ¢: Q[z]*> — V donné par

avec [T']

o () = o) vt o) v

(i) Déterminer un systéme de générateurs de N en tant que Q[z]-module.
r?—3
—2r =5
linéaire des générateurs de N trouvés en (i).

(ii) Montrer que ( ) € N et exprimer ce vecteur colonne comme combinaison

8.1.2. Soit V un espace vectoriel sur R muni d’une base A = {v1, vy, v3} et soit 7' € Endg(V)

1 2 1
avec [T'], = [0 1 2|. On considére V' comme un R[z]-module et on désigne par N le
0 01
noyau de ’homomorphisme de R[z]-modules ¢: R[z]®> — V donné par
pi(z)
Y | pa(z) | = po(x) - vi+ po(x) - va + p3(z) - vs.
p3(x)

(i) Déterminer un systéme de générateurs de N en tant que R[z]-module.

2 —x—6

(ii) Montrer que r—1 € N et exprimer ce vecteur colonne comme combinaison
r? —2r+1
linéaire des générateurs de N trouvés en (i).

8.2 Le théoréme de Cayley-Hamilton

On commence par ’observation suivante :

Proposition 8.2.1. Soit N le sous-A-module de A™ engendré par les colonnes d’une matrice
U € Mat,xn(A). Alors N contient det(U)A™.

Preuve. On sait que 'adjointe Adj(U) de U est une matrice de Mat,,»,,(A) qui satisfait
UAdj(U) = det(U)] (8.8)

(voir le théoréme B.3.4). Désignons par C1, ..., C, les colonnes de U et par ey, ..., e, celles
de I (ce sont les éléments de base canonique de A"). Ecrivons aussi Adj(U) = (a;;). En
comparant les j-iémes colonnes des matrices dans chaque membre de (8.8), on trouve

alel + -+ anan = det(U)ej (1 < j < n>
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Comme N = (C,...,C,)a, on en déduit que
det(U)A™ = (det(U)ey,...,det(U)e,)a C N.

On peut maintenant démontrer le résultat fondamental suivant :

Théoréme 8.2.2 (Cayley-Hamilton). Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un
corps K et soit T: V — V un opérateur linéaire sur V. Alors on a

carp(T) = 0.

Preuve. Soit B = {vy,...,v,} une base de V sur K. D’aprés la proposition 8.1.2, 'homo-
morphisme de K[z|-modules

Kz — V
pi(x)
: — pr(x)vi 4+ pa(T) vy
pn(m)

a pour noyau le sous-module de K[z|" engendré par les colonnes de 21 —[T |z € Mat,, x,(K|x]).
D’apreés la proposition précédente (appliquée a A = K|[z]), cela implique que

ker(y) D det(xl — [T')p) - K[z]" = carp(x) - K|x]™.
En particulier, pour tout u € K[x]™, on a cary(x)u € ker()) et par suite
0 = ¢(caryp(x)u) = carp(z) P (u).
Comme 1) est un homomorphisme surjectif, cela signifie que carp(z) € Ann(V), c’est-a-dire

que carp(T) = 0. O

La conséquence suivante est laissée en exercice.

Corollaire 8.2.3. Pour toute matrice A € Mat,«n(K), on a cary(A) = 0.

. _ b
Exemple 8.2.4. Pour n = 2, on peut en donner une preuve directe. Ecrivons A = ( CCL )

On trouve

r—a —b

carp(z) = e r—d

’:xQ—(a+d)x+(ad—bc)

donc
carg(A) = A* — (a + d)A + (ad — be) I

a?+be ab+ bd a b 10
_<ac—|—cd bc+d2>_(a+d)<c d)+(ad_bc)<0 1)

(0 0)
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Exercices.

8.2.1. Démontrer le corollaire 8.2.3.

8.2.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit 7: V — V un
opérateur linéaire sur V.

(i) Montrer que ming(z) divise carr(z).

(ii) Si K = Q et si carp(z) = 2° — 222 + z, quelles sont les posibilités pour mingy(z) ?

8.2.3 (Preuve alternative du théoréme de Cayley-Hamilton). Soit V' un espace vectoriel de
dimension finie n sur un corps K et soit 7: V' — V un opérateur linéaire sur V. Le but de
cet exercice est de donner une autre démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton. Pour
ce faire, on munit V' de la structure correspondante de K[x|-module, et on choisit un élément
quelconque v de V. Soit p(x) le générateur unitaire de Ann(v), et soit m son degré.

P
(i) Montrer qu'’il existe une base B de V telle que [T'|p = (T‘%) ou P désigne la
matrice compagnon de p(x) et ot R est une matrice carrée (n —m) X (n —m).
(ii) Montrer que cary(x) = p(z)carg(x) € Ann(v).

(iii) Pourquoi peut-on conclure que carp(7) =07

8.3 Les sous-modules de A"

Le but de cette section est de démontrer le cas particulier suivant du théoréme des
diviseurs élémentaires comme premiére étape dans la preuve de ce théoréme.

Théoréme 8.3.1. Tout sous-A-module de A™ est libre et posséde une base avec au plus n
éléments.

Ce résultat est faux en général pour un anneau commutatif A quelconque (voir I'exercice
8.3.1).

Preuve. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1, un sous-A-module N de A' = A est
simplement un idéal de A. Si N = {0}, alors par convention N est libre et il admet pour
base (). Sinon, on sait que N = (b) = Ab pour un élément non nul b de A car tout idéal de
A est principal (théoréme 5.4.3). On note que si ab =0 avec a € A alors a = 0 car A est un
anneau intégre. Donc, dans ce cas, {b} est une base de N.
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Supposons maintenant n > 2 et que tout sous-A-module de A"~! admette une base avec
au plus n — 1 éléments. Soit N un sous-A-module de A™. On définit

a

(05} .
I:{aeA; . GNpourcertalnsag,...,anGA},

ai a 0
D) 2 1 a2
N’:{ _ GN;ale} et N”:{ |l e AN GN}.
Qp,
Qp Qp,

On vérifie que I est un idéal de A, que N’ est un sous-module de N et que N” est un
sous-module de A1, De plus, I'application

: N' — N

a 0
2
a2
—
a
n an

est un isomorphisme de A-modules. En vertu de I’hypothése de récurrence, N” admet une
base avec au plus n—1 éléments. L’image de cette base sous ¢ est donc une base {uy, ..., u,,}
de N" avec 0 < m < n — 1 (proposition 6.5.13).

Si I = {0}, alors on a N = N’. Dans ce cas, {uy,...,u,,} est une base de N et, comme
0 <m <n, on a terminé.

Sinon le théoréme 5.4.3 donne I = (by) = Ab; pour un élément non nul b; de A. Puisque
by € I, il existe by, ..., b, € A tel que

by
by
Uyt = . € N.
bn,
On va démontrer que N = N’ @ Au,,,1. Si on accepte ce résultat, alors {uy,..., w1} est

une base de N et, puisque m + 1 < n, le pas de récurrence est complété.

Soit u = (¢, ...,¢,)" € N. Par définition de I, on a ¢; € I. Donc il existe a € A tel que
c1 = aby. On trouve que
0
Cy — ab2
u— al,, 1 = ) e N,

Cp — aby,
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et par suite
u=(u—auy,)+ a1 € N+ A,y

Le choix de u étant arbitraire, cela montre que
N =N+ Au, 1.
On note aussi que, pour a € A,
au,1 €N < abj=0 <<= a=0.

Cela montre que
NI N Aum+1 = {0},

donc N = N' ® Au,, 1 comme annonceé. O
T

Ezxemple 8.3.2. Soit N = { Yyl ;2x4+3y+6z= 0}.
z

(i) Montrer que N est un sous-Z-module de Z3.

(ii) Déterminer une base de N comme Z-module.

Solution: Pour (i), il s’agit de montrer que N est un sous-groupe de Z3. On le laisse en
exercice. Pour (ii), on pose

I ={x€Z;2x+3y+ 6z =0 pour certains y,zEZ},

T
N/:{ Yy GN;:E:O} et N":{(y)EZ2;3y+6z:0},
2

z

comme dans la preuve du théoréme 8.3.1. On trouve que

3y+62=0 <— y=-2z

N ={ (_222) zeZ} =7 (‘f)

0
-2
admet pour base { < 1 > } et par suite {u1 = | -2 } est une base de N’. On trouve
1

donc

aussi que, pour r € Z, on a

rel <= 2x=-3y—>6z pourcertainsvy,z € Z
<~ 2z € (-3,-6)=(3)
— 3|2
— 3.
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Donc I = (3). De plus 3 est la premiére composante de
3

0

En reprenant les arguments de la preuve du théoréme 8.3.1, on obtient que

N = N' @ Zuy, = Zu; @ Zus,.

0 3

Donc {ul =|-2],u=|-2 } est une base de V.
1 0

Exercices.

8.3.1. Soit A un anneau intégre quelconque et soit I un idéal de A considéré comme sous-A-
module de A! = A. Montrer que I est un A-module libre si et seulement si I est principal.

8.3.2. Soit M un module libre sur un anneau euclidien A. Montrer que tout sous-A-module
de M est libre.

x
8.3.3. Soit N = { y | €z%: 304+ 10y — 162 = o}.
2
(i) Montrer que N est un sous-module de Z3.
(ii) Déterminer une base de N en tant que Z-module.

p1(z)
8.3.4. Soit N = { pa(z) | € Qz]?; (2?2 — 2)p1(x) + 22pa(x) — (22 + x)p3(z) = 0}.
p3(x)
(i) Montrer que N est un sous-Q[x]-module de Q[z]>.
(ii) Déterminer une base de N en tant que Q[x]-module.

8.4 Le module-colonne d’une matrice

Définition 8.4.1. On définit le module-colonne d’une matrice U € Mat,,«,m(A) comme étant
le sous-A-module de A" engendré par les colonnes de A. On le note Col(U).
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Le théoréme 8.3.1 montre que tout sous-module de A™ posséde une base avec au plus n
éléments. Donc le module-colonne d’une matrice U € Mat,, ., (A) posséde une base. Le but de
cette section est de donner un algorithme pour déterminer une telle base. Plus généralement,
cet algorithme permet de calculer une base d’un sous-module quelconque N de A™ pourvu
qu’on connaisse un systéme de générateurs C, ..., C,, de N car N est alors le module-colonne
de la matrice (Cy ---C,,) € Mat,«m(A) dont les colonnes sont Cy, ..., Cp,.

On commence par I'observation suivante :

Lemme 8.4.2. Soit U € Mat,xn(A) et soit U' une matrice obtenue a partir de U en lui
appliquant une opération d’un des types suivants :

(I) permuter deux colonnes,
(II) ajouter a une colonne le produit d’une autre colonne par un élément de A,
multiplier une colonne par un élément de A*.
i ltipli l ‘lément de A*

Alors U et U’ ont le méme module-colonne.

Preuve. Par construction les colonnes de U’ appartiennent a Coly(U) car ce sont des com-
binaisons linéaires des colonnes de U. Donc on a Cols(U’) C Cols(U). Par ailleurs, chacune
des opérations de type (I), (1) ou (I1I) est réversible : on peut retrouver U & partir de U’
en lui appliquant une opération du méme type. Donc on a aussi Cols(U) C Cola(U’), et par
suite Col4(U) = Col4(U'). O

Les opérations (1), (II),(I1]) du lemme 8.4.2 s’appellent les opérations élémentaires de
colonnes (sur A). On déduit de ce lemme :

Lemme 8.4.3. Soit U € Mat,xn(A) et soit une matrice U' obtenue a partir de U en lui
appliquant une suite d’opérations élémentaires de colonnes. Alors Cols(U) = Cola(U").

Définition 8.4.4. On dit qu’une matrice U € Mat,,«,,(A) est de forme échelonnée si elle est

de la forme
0 0O v v 0 0 --- 0

U= (8.9)
* 0
Ui, ,r
*

avec 1< <ig<---<i,<n et w1 #0,...,u;, #0.
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Lemme 8.4.5. Supposons que U € Mat, xn(A) soit de forme échelonnée. Alors les colonnes
non nulles de U forment une base de Cola(U).

Preuve. Supposons que U soit donnée par (8.9). Alors les r premiéres colonnes (1, ..., C,
de U engendrent Col4(U). Supposons qu’on ait
a101+~~~+arCr:O

pour des éléments aq,...,a, de A. Si aq,...,a, ne sont pas tous nuls, il existe un plus petit
entier k tel que a, # 0. Alors on obtient

a,Cy + -+ a,C. =0.
En prenant la ix-iéme composante de chaque membre de cette égalité, on trouve
AUy k= 0.

Comme a; # 0 et u;, , # 0, c’est impossible (car A est un anneau intégre). Cette contra-
diction montre qu’on doit avoir a; = -+ = a, = 0. Donc les colonnes Ci,...,C, sont
linéairement indépendantes et par suite elles forment une base de Col4(U). [l

Les trois lemmes précédents utilisent seulement que le fait que A est un anneau intégre.
Le résultat suivant utilise de maniére cruciale I’hypothése que A est un anneau euclidien.

Théoréme 8.4.6. Soit U € Mat, ., (A). Il est possible d’amener U sous la forme échelonnée
par une suite d’opérations élémentaires de colonnes.

Preuve. Soit ¢: A\ {0} — N le stathme euclidien associé a A (voir définition 5.4.1). On
consideére 1’algorithme suivant :

Algorithme 8.4.7.

1. St U =0, la matrice U est déja sous forme échelonnée et on a terminé.

0

2. Supposons que U # 0. On localise la premiére

ligne non nulle de U. "

2.1. On choisit sur cette ligne un élément a # 0 pour 0

lequel p(a) est minimal et on permute les colonnes a#0 ay -+ ap

pour amener ce dernier dans la premiére colonne. *

2.2. On divise chacun des autres éléments as, . . ., amy,

de cette ligne par a en écrivant Co — q2Cy o Crn— 4 Ch

! !

aj = gqja+r; 0

avec qj,1; € A satisfaisant r; = 0 ou ¢(r;) < ¢(a), a T o

puis, pour 7 = 2,...,m, on soustrait de la j-iéme *

colonne le produit de la premiére colonne par g;.
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2.8. Siry, ..., m ne sont pas tous nuls, on retourne

a l’étape 2.1. oo -+ - 0
S’ils sont tous nuls, la nouvelle matrice est de la Sl :
forme indiquée a droite et on retourne a [’étape 1 0oj0 -+ --- 0
en se restreignant a la sous-matrice formée par les alQ - - 0
m —1 derniéres colonnes, c’est-a-dire en faisant abs- * *

traction de la premiére colonne.

Cet algorithme termine aprés un nombre fini d’étapes car chaque itération des pas 2.1 a
2.3 sur une ligne donnée remplace le premier élément a # 0 de cette ligne par un élément
a' # 0 de A avec ¢(a') < p(a), et cela ne peut pas étre répété indéfiniment, puisque ¢ prend
ses valeurs dans N = {0,1,2,...}. A la fin, cet algorithme produit une matrice de forme
échelonnée comme requis. [

En combinant ce théoréme aux lemmes précédents, on conclut :

Corollaire 8.4.8. Soit U € Mat,x.m(A). Par une suite d’opérations élémentaires de co-
lonnes, on peut amener U sous la forme d’une matrice échelonnée U'. Alors les colonnes non
nulles de U’ forment une base de Coly(U).

Preuve. La premiére assertion découle du théoréme 8.4.6. En vertu du lemme 8.4.3, on a
Cola(U) = Colx(U’). Finalement le lemme 8.4.5 montre que les colonnes non nulles de U’

forment une base de Cols(U’), donc celles-ci forment aussi une base de Cols(U). O
3 7 4

Ezemple 8.4.9. Donner une base de Colz(U) oa U = | —4 -2 2 € Matsy3(Z).
1 =5 —6

Solution: On trouve

CQ — 2C1 Cg — Cl C’2 CI
3 1 1 1 3 1
U~ [ 4 6 6 “ 16 -4 6
1 -7 -7 -7 1 =7
CQ — 301 Cg — Cl _C2
N 1 0 0 N 1 0O O
6 —22 0 6 22 0
-7 22 0 -7 =22 0
1 0
Donc { 6 |,| 22 } est une base de Colz(U).

-7 —22
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Ezemple 8.4.10. Déterminer une base de
22 —1 " x> —7 9
— C
v () (757) (000) D =

Solution: On a N = Colgy)(U) ot

02—01 05—1'01
B =1 22—z 22—-7 ?—-1 —x+1 x—T
U = r+1 T z—1 ~ 41 —1 —x? -1

—C,

$+1ZB—1 x—T r—1 22—-1 -7
~ r+1 —22—-1) 7 1 z+1 —a22-1
(ZL’ + 1)01 03 - Cl —03 Cl 02
T — 0 —6 6 r—1 0
~ 0 —22—2 ) T \22+2 1 0
6C5
a:—l 0
~ x2 5 >O) car 6 € Q|x] Qr,
Cy—(x— 1)y
0 0
~ xQ 2 2 —2x+8 0

6 0
Donc { (IQ N 2) , (_xg o 8) } est une base de N sur Q[z].

Exercices.
2 2
8.4.1. Déterminer une base du sous-groupe de Z* engendré par |4 | et | 0
6 3

21
8.4.2. Déterminer une base du sous-R[x]-module de R[z]? engendré par les couples (3j . )

x> —2r+1 ; =1
x—2 o)

133

b
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8.4.3. Soit A un anneau euclidien, et soit U € Mat,x.,(A). Montrer que 'idéal I de A
engendré par les éléments de la premiére ligne de U n’est pas affecté par les opérations
élémentaires de colonnes. En déduire que si une suite d’opérations élémentaires de colonnes
transforme U en une matrice dont la premiére ligne est (a,0, ..., 0), alors a est un générateur

de I.

8.5 Forme normale de Smith

Pour définir la notion d’opération élémentaire de lignes sur une matrice, on remplace
partout le mot “colonne” par “ligne” dans les énoncés (I) a (III) du lemme 8.4.2 :

Définition 8.5.1. Une opération élémentaire de lignes sur une matrice de Mat, x,,(A) est
toute opération d’un des types suivants :

(I) permuter deux lignes,
(IT) ajouter a une ligne le produit d’une autre ligne par un élément de A,

(III) multiplier une ligne par un élément de A*.

Pour étudier I'impact d’une opération élémentaire de lignes sur le module-colonne d’une
matrice, on fait appel au résultat suivant dont la preuve est laissée en exercice (voir I'exercice

6.5.4).

Lemme 8.5.2. Soit ¢: M — M’ un homomorphisme de A-modules et soit N un sous-A-
module de M. Alors

p(N) :={p(u); ue M}
est un sous-A-module de M'. De plus :
(Z) st N = <u17 s 7um>A; alors QO(N) = <<,0(U1>, cee 790(um)>A ;

(ii) si N admet une base {uy,...,u,} et si ¢ est injective, alors {p(uy),...,o(uy,)} est
une base de o(N).

On peut maintenant montrer :

Lemme 8.5.3. Soit U € Mat,xm(A) et soit U' une matrice obtenue a partir de U en lui
appliquant une opération élémentaire de lignes. Alors il existe un automorphisme ¢ de A™
tel que

Col4(U") = p(Cola(D)).

On rappelle qu'un automorphisme d’'un A-module est un isomorphisme de ce module
dans lui-méme.

Preuve. Soient C, ..., Cy, les colonnes de U et soient C7,...,C! celles de U'. On distingue
trois cas.
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Si U’ est obtenue a partir de U en lui appliquant une opération du type (I), on supposera
simplement qu’on a permuté les lignes 1 et 2. Le cas général est semblable mais plus compliqué
a écrire. Dans ce cas, 'application ¢: A" — A™ donnée par

Uy Uz
U2 Uy
%) us — us
Un, Un,

est un automorphisme de A" tel que ¢(Cj) = Cj pour j = 1,...,m. Comme Cola(U) =
(C1,...,Cu)a et que Cols(U') = (Cf,...,Cl )4, le lemme 8.5.2 livre alors Coly(U') =
©(Col4(U)).

Si U’ est obtenue par une opération du type (IT), on supposera qu’on ajouté a la ligne 1
le produit de la ligne 2 par un élément a de A. Alors on a C = ¢(Cj) pour j =1,...,m ol
p: A" — A" est lapplication donnée par

Uq U + aug
Uz Uz

2 = .
Un Un

On vérifie que ¢ est un automorphisme de A” et la conclusion découle alors du lemme 8.5.2.

Enfin si U’ est obtenue par une opération de type (III), on supposera qu’on a multiplié
la ligne 1 de U par une unité a € A*. Alors C} = ¢(Cj) pour j =1,...,m ol p: A" — A"
est I'automorphisme de A™ donné par

U1 a Uy
(%) (%)
¥ = )
Un, Un,
et le lemme 8.5.2 donne Col4(U’) = ¢(Col4(U)). O

En combinant les lemmes 8.4.2 et 8.5.3, on obtient :

Théoréme 8.5.4. Soit U € Mat,x,,(A) et soit U une matrice obtenue o partir de U en
lui appliquant une suite d’opérations élémentaires de lignes et de colonnes. Alors il existe un
automorphisme p: A™ — A" tel que

CO]A(U/) = QO(COIA(U))

Preuve. Par hypothése, il existe une suite de matrices

U1:U, UQ, Ug, ey Uk:U/
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telles que, pour ¢ = 1, ..., k—1, la matrice U;;1 soit obtenue en appliquant a U; une opération
élémentaire de lignes ou de colonnes. S’il s’agit d’une opération de lignes, le lemme 8.5.3
donne

COIA(Ui_H) = SOz(COIA(Uz))

pour un automorphisme ¢; de A". S’il s’agit d’une opération de colonnes, le lemme 8.4.2
donne

C01A<UZ‘+1) = COlA(UZ) = (,OZ(COIA<UZ))
ou ; = I4n est I'application identité de A™. On en déduit que
Cola(U") = Cola(Uy) = @r_1(. .. p2(p1(Cola(U1))) ...) = ¢(Cola(U))
oll Y = (Pg_1 0---0 g0y est un automorphisme de A™. O
Le théoréeme 8.5.4 est valable sur un anneau commutatif A quelconque. En utilisant
I’hypothése que A est euclidien, on montre :

Théoréme 8.5.5. Soit U € Mat,, ., (A). En appliquant & U une suite d’opérations élémen-
taires de lignes et de colonnes, on peut ’'amener sous la forme

0 d, (8.10)
pour un entier r > 0 et des éléments non nuls dy,...,d, de A avec dy |ds| ... |d,.

On dit que (8.1) est la forme normale de Smith de U. On peut montrer que les éléments
dy,...,d, sont uniquement déterminés par U au produit prés par une unité de A (voir
I'exercice 8.5.4). On les appelle les diviseurs élémentaires de U.

Preuve. Si U = 0, la matrice U est déja sous forme normale de Smith avec » = 0. On suppose
donc que U # 0. Alors il suffit de montrer que U peut étre transformée en une matrice du
type
d ‘ 0 --- 0
0

8.11
: U ( )
0

ol d est un élément non nul de A qui divise tous les coefficients de U*.

Puisque U # 0, il existe un élément non nul a de U pour lequel ¢(a) est minimal. En
permutant les lignes et les colonnes de U, on peut amener cet élément en position (1,1) :

a PR a
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Etape 1. Soient as, ..., a, les autres éléments de la premiére ligne. Pour j = 2,...,m, on
écrit a; = gja +r; avec ¢;,r; € A qui satisfont 7; = 0 ou (r;) < ¢(a), puis on soustrait de
la colonne j la colonne 1 multipliée par g;. Cela donne

Cy—q2C4 Crn — qmCh
a \ ) e Tm
*
*
*
Siry =---=r, =0 (cela arrive lorsque a divise tous les éléments de la premiére ligne),
cette matrice est de la forme
a ‘ 0 - 0
*
: *
*

Sinon, on choisit un indice j avec r; # 0 pour lequel ¢(r;) est minimal et on permute les
colonnes 1 et j pour amener cet élément r; en position (1,1). Cela fournit une matrice de la
forme

a"* cee %
*

*

avec @’ # 0 et p(a’) < ¢(a). On répéte ensuite le procédé. Comme toute suite d’éléments non
nuls a,d’,a”;... de A avec ¢(a) > p(a’) > p(a”) > -+ ne peut se poursuivre indéfiniment,
on atteint aprés un nombre fini d’itérations une matrice de la forme

(8.12)

avec b # 0 et p(b) < p(a). De plus on a ¢(b) < ¢(a) si au départ a ne divise pas tous les
éléments de la ligne 1.

Etape 2. Soient by, ..., by, les autres éléments de la premiére colonne de la matrice (8.12).
Pour i = 2,...,n, on écrit b; = ¢\b + r} avec ¢}, r; € A satisfaisant r, = 0 ou o(r}) < ¢(b),
puis on soustrait de la ligne 7 la ligne 1 multipliée par ¢. Cela donne

b ‘0 e 0
Ty Ly — g5 L4

r! L,—q L,
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Sirh=---=r, =0 (cela arrive lorsque b divise tous les éléments de la premiére colonne),
cette matrice est de la forme

b ‘ 0 --- 0

0

: *

0

Sinon on choisit un indice ¢ avec r; # 0 pour lequel o(r;

') est minimal puis on permute les
lignes 1 et i pour amener cet élément 7} en position (1,1). Cela donne une matrice de la

forme
b/‘* cee X

*

*

avec b’ # 0 et o(b') < ¢(b). On retourne ensuite a I’étape 1. Comme toute suite d’éléments
non nuls b,0',0",... de A avec ¢(b) > ¢(b') > @(b”) > --- est nécessairement finie, on
obtient, aprés un nombre fini d’étapes une matrice de la forme

‘0 e 0

c
0
- (8.13)
0
avec ¢ # 0 et p(c) < p(a). De plus, on a ¢(c) < p(a) si initialement a ne divise pas tous les
éléments de la premiére ligne et de la premiére colonne.

Etape 3. Si ¢ divise tous les coefficients de la sous-matrice U’ de (8.13), on a terminé. Sinon,
on ajoute a la ligne 1 une ligne qui contient un élément de U’ non divisible par ¢. On retourne
ensuite a ’étape 1 avec la matrice résultante

‘62 T Cm Ll‘i‘L2 ol CJsz

c
0
U/
0
Puisque ¢ ne divise pas tous les éléments de la ligne 1 et de la colonne 1, cela conduit & une
nouvelle matrice

dlo -0

0

: U//

0
avec ¢ # 0 et o(d) < @(c). Puisque toute suite d’éléments non nuls ¢, ¢, c¢”,... de A
avec p(c) > p(c) > p(d") > -+ est nécessairement finie, on atteint aprés un nombre fini

d’itérations, une matrice de la forme requise (8.10) ot d # 0 divise tous les coefficients de
U~ O
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Ezemple 8.5.6. Déterminer la forme normale de Smith de U = < i 180 ;l ) € Matoy3(Z).

Solution: Le calcul donne :

Cy—2C, C3—-0C)

U~<4 0 0 )N(40 0) N<424>L1+L2
4 2 4 0 2 4) La—1Ly 0 2 4
T
non divisible
par 4
Cy O Cy—2C, C5—204

2 4 4 2 0 0 2 0 0
“L2 0 4) 7 \2 —4 0 ~ 0 =4 0 ) Ly—1I,

Ezxemple 8.5.7. Déterminer les diviseurs élémentaires de

T 1 1
U= 3 r—2 -3 S Mat3><3<@[l‘]>.
—4 4 r+5
Solution: On trouve
CQ Cl CY2 - xCl CS - Cl
1 T 1 1 0 0
U~ |lxz—-2 3 -3 ~|lT—2 —2?+20+3 —x-1
4 -4 x+5 4 —4r —4 r+1
1 0 0
Cs Cy
1 0 0 1 0 0
0 z+1 —4x —4 0 0 —a2>—22—-1) L3+ L,
Cg—(fli—?))CQ
1 0 0 1 0 0
~ 0 z+1 0 ~ 0 z+1 0
0 0 —(x+ 1) 0 0 (r+1)?2) —Ls

Donc les diviseurs élémentaires de U sont 1, x + 1 et (x + 1)
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On conclut cette section avec la preuve du théoréme des diviseurs élémentaires :

Preuve du théoréme 8.1.1. Soit N un sous-module de A"™. En vertu du théoréme 8.3.1, N
posséde une base, donc en particulier il posséde un systéme de générateurs finis {uy, ..., u,,}
et par suite, on peut écrire

N =Cols(U) ou U= (u;---uy) € Mat,x,(A).

D’apres le théoréme 8.5.5, on peut, par une suite d’opérations élémentaires de lignes et de
colonnes, amener la matrice U sous la forme

U/ = O K d
pour un entier r > 0 et des éléments non nul dy, ... ,d, de A avec dy |ds| --- |d,. D’aprés le

théoréme 8.5.4, il existe un automorphisme ¢ de A" tel que

Cola(U") = ¢(Colx(U) = ¢(N).

Désignons par {ey,...,e,} la base canonique de A", et posons C; = ¢~ !(e;) pour chaque
j = 1,...,n. Puisque ¢! est un automorphisme de A", la proposition 6.5.13 montre
que {Cy,...,C,} est une base de A". Par ailleurs, on sait, grace au lemme 8.4.5, que

{dyey,...,d.e,} est une base de Cols(U’). Alors le lemme 8.5.2 appliqué a ¢~' nous ap-
prend que

{go_l(dlel), ceey gp_l(drer)} = {dlCl, ce ,drC’r}
est une base de p~'(Cols(U’)) = N. O

Exercices.

8.5.1. Démontrer le lemme 8.5.2.

8.5.2. Déterminer les diviseurs élémentaires de chacune des matrices suivantes :

640 9 6 12
(1) 2 0 3 € Matgxg(Z), (11) € Matgxg(Z),
9 9 8 3 0 4
0 2? 3 4
(i) |22 = 0] € Matas(Qlz]), (iv) (ﬂ:} 31 T 1) € Maty,s(Qlz]).
0 z 23 g v
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8.5.3. Soit A un anneau euclidien, et soit U € Mat,x.,(A). Montrer que 'idéal I de A
engendré par tous les éléments de U n’est pas affecté par les opérations élémentaires de
lignes et de colonnes. En déduire que le premier diviseur élémentaire de U est un générateur
de I et que, par suite, ce diviseur est uniquement déterminé par U a multiplication prés par
une unité.

8.5.4. Soit A et U comme dans I’exercice 8.5.3, et soit k un entier avec 1 < k < min(n,m).
Pour tout choix d’entiers ¢1,...,7; et j1,..., jx avec

1<y <<~ <y, <n et 1< << <Jpr<m,

on désigne par Ugf”.'.'.";{;’“ la sous-matrice de U de format k£ x k formée par les éléments de U
appartenant aux lignes d’indices 71, ..., 7, et aux colonnes d’indices jq, ..., Jr. Soit [} I'idéal
de A engendré par les déterminants de toutes ces sous-matrices (appelés les mineurs k x k
de U).
(i) Montrer que cet idéal n’est pas affecté par les opérations élémentaires de lignes et de
colonnes.
(ii) Soit dy,...,d, les diviseurs élémentaires de U. Déduire de (i) que I = (dy---di) si
kE<retquel,=(0)sik>r.
(iii) Conclure que 'entier 7 est le plus grand entier pour lequel U contient une sous-matrice
de format r X r de déterminant non nul, et que les diviseurs élémentaires dy, ..., d, de
U sont uniquement déterminés par U a multiplication prés par des unités dans A*.

Note. Cette construction généralise celle de 'exercice 8.5.3 puisque [; est simplement 1’idéal
de A engendré par tous les éléments de U.

8.6 Algorithmes

La démonstration du théoréme 8.1.1 donnée a la section précédente fournit en principe
le moyen de calculer la base {C1,...,C,} de A™ qui apparait dans I'énoncé de ce théoréme.
Le but de cette section est de donner un algorithme pratique pour arriver a cette fin, puis
d’en déduire un algorithme pour le calcul de la forme rationnelle d’'un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie. On commence par ’observation suivante :

Lemme 8.6.1. Soit U € Mat, x,n(A), soit U une matrice obtenue en appliquant ¢ U une
opération élémentaire de colonnes, et soit E' la matrice obtenue en appliquant la méme opé-
ration & I, (la matrice identité m x m). Alors on a :

U=UE.

Preuve. Désignons par C1, ..., C,, les colonnes de U. On distingue trois cas :

(I) La matrice U’ est obtenue en permutant les colonnes i et j de U, ou i < j. On a alors

v
U/:<Cl"'Cj"'Ci“’Cm)
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¢ J
! !
1
1
:<Cl Cz C] Om) 0 1 — 1
1 0 —J
1

=UL.

(IT) La matrice U’ est obtenue en ajoutant a la colonne i de U le produit de la colonne j
de U par un élément a de A, ou j # <. Dans ce cas

i J
Y% v
U, = (01 Oz—i‘(le C] Cm>
1
1 — 1
= (Cy---Ci---Cy---Cy)
a 1 — 7
1

=UL.

(Cette présentation suppose i < j. Le cas i > j est semblable.)

(ITT) La matrice U’ est obtenue en multipliant la i-iéme colonne de U par une unité a € A*.
Alors

1
\
U=(C,-aCi---Cp) = (CL---Ci---Cp,) =UFE.

]

Un résultat semblable s’applique aux opérations élémentaires de lignes. L’énoncé suivant
est laissé en exercice :
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Lemme 8.6.2. Soit U € Mat, x,n(A), soit U une matrice obtenue en appliquant o U une
opération élémentaire de lignes, et soit E la matrice obtenue en appliquant a I, la méme
opération. Alors on a :

U =FEU.

On note aussi :

Lemme 8.6.3. Soit k un entier positif. Toute matrice obtenue en appliquant a I une opé-
ration élémentaire de colonnes s’obtient aussi en appliquant a I, une opération élémentaire
de lignes, et vice versa.

Preuve. (I) Permuter les colonnes i et j de Ij revient a permuter ses lignes i et j.

(IT) Ajouter a la colonne i de ) sa colonne j multipliée par un élément a de A, pour i et j
distincts, équivaut a ajouter a la ligne j de [ sa ligne ¢ multipliée par a :

1
1 — 1
a 1 — 7
1
(IIT) Multiplier la colonne i de I} par une unité a revient & multiplier sa ligne ¢ par a. [

Ces résultats suggerent la définition suivante.

Définition 8.6.4. Une matrice élémentaire k X k est toute matrice de Matyyx(A) obtenue en
appliquant a [ une opération élémentaire de lignes ou de colonnes.

On note aussitot :

Proposition 8.6.5. Une matrice élémentaire est inversible et son inverse est encore une
matrice élémentaire.

Preuve. Soit E € Matgyr(A) une matrice élémentaire. Elle est obtenue en appliquant a
I, une opération élémentaire de colonnes. Soit F' la matrice obtenue en appliquant a I
I'opération élémentaire inverse. Alors le lemme 8.6.1 donne I, = FF et I, = FE. Donc FE
est inversible et £~ = F. O

Note. Le fait qu'une matrice élémentaire est inversible se vérifie aussi en observant que son
déterminant est une unité de A (voir I'appendice B)

Grace a la notion de matrice élémentaire, on peut reformuler le théoréeme 8.5.5 de la
maniére suivante :
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Théoréme 8.6.6. Soit U € Mat,«.,,(A). Il existe des matrices élémentaires E, ..., E, de

format n X n et des matrices élémentaires FY, ..., Fy de format m X m telles que
E, . -BLUF,---F, = 0 d, (8.14)
pour un entier v > 0 et des éléments non nuls dy,...,d, de A avec dy|dy| --- |d,.

Preuve. Le théoréme 8.5.5 nous apprend qu’on peut transformer U en une matrice de la
forme du membre de droite de (8.14) par une suite d’opérations élémentaires de lignes et
de colonnes. L’égalité (8.14) s’ensuit en désignant par F; la matrice élémentaire qui encode
la i-iéme opération élémentaire de lignes et par F; celle qui encode la j-ieme opération
élémentaire de colonnes. O

Comme toute matrice élémentaire est inversible et qu’un produit de matrices inversibles
est inversible, on en déduit :

Corollaire 8.6.7. Soit U € Mat,x,,(A). Il eriste des matrices inversibles P € Mat,«,(A)
et @ € Mat,xm(A) telles que PUQ soit sous forme normale de Smith.

Pour calculer P et (), on peut procéder ainsi :

Algorithme 8.6.8. Soit U € Mat,,»,,(A).

U,
I, '

o En appliquant une suite d’opérations élémentaires a ses m premieres lignes et a ses m

S|P .
6‘—‘ ot S désigne la forme normale de
Smith de U.

o Alors P et Q) sont des matrices inversibles telles que PUQ = S.

o On construit le tableau “en coin”

premieres colonnes, on l’amene sous la forme

Preuve. Soit s le nombre d’opérations élémentaires requises et, pour ¢ = 0,1,..., s, soit

Ui | P
Q;

le tableau obtenu aprés ¢ opérations élémentaires, de sorte que la chaine de tableaux inter-
meédiaires se lise

Us
Qs

P

s| P
Q|
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On va montrer par récurrence que, pour ¢ = 0,1,..., s, les matrices P; et (); sont inversibles
et que P,UQ; = U;. Pour i = s, cela montrera que P et () sont inversibles avec PUQ = S
comme annonce.

Pour ¢ = 0, affirmation a démontrer est claire car I,, et [,,, sont inversibles et I,,UI,, = U.
Supposons maintenant qu’on ait 1 < ¢ < s, que P;_; et (Q;_1 soient inversibles et que
P, 1UQ;_1 = U;_1. On distingue deux cas.

Cas 1 : La i-iéme opération est une opération élémentaire de lignes (sur les n premiéres
lignes). Dans ce cas, si F est la matrice élémentaire correspondante, on a

Qi = Qi—1~

Comme E., P;,_; et (Q;_1 sont inversibles, on en déduit que P; et (); sont inversibles et que

Uy=FEU;_, P=FEP_ et

PUQ; = EP,_ UQ;—, = EU;_, = U,.

Cas 2 : La i-iéme opération est une opération élémentaire de colonnes (sur les m pre-
miéres colonnes). Dans ce cas, si F' est la matrice élémentaire correspondante, on a

Uy=U_F, P=PF_1 et Q;=QiF.

Comme F, P_; et );_1 sont inversibles, il en va de méme de P; et (); et on obtient de
nouveau

PUQ; =P UQ;F =U_ F =U,.
]

4 8 4
4 10 8
et @ telles que PUQ soit sous forme normale de Smith.

Ezxemple 8.6.9. Soit U = € Matoyw3(Z). On cherche des matrices inversibles P

Ul
I '

Solution: On reprend les calculs de I’exemple 8.5.6 en les appliquant au tableau

On trouve de cette maniére

Cy—2C, C3—C
4 8 41 40 0 10
410 80 4 2 4 0 1
1 0 0 ~ | T 2 -1
01 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
40 0 |1 0 4 2 4 |0 1| Li+Ls
0 2 4 |-1 1| Ly—1L 0 2 4 |-11
~ | 1T —2 -1 ~ |1 2 -1
01 0 01 0
0 0 1 0 0 1
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Cy 4 Cy—2C, C3—2C
[ 2 4 4 0 1 2 0 0 0 1
2 0 4 |-11 2 4 0 —1 1
~ | -2 1 -1 ~ —2 ) 3
1 0 0 1 —2 -2
0 0 1 0 0 1
[ 2 0 0 0 1 2 0 0 01
0 —4 0 |=10| L—1I 0 4 0 |1 0] —L
~ | =2 5 3 ~ | =2 5 3
1 -2 =2 1 -2 =2
0 0 1 0 1
01 -2 5 3
Donc P = ( 10 ) € Matoxo(Z) et Q= (1] —02 —12 € Matsy3(Z) sont des

matrices inversibles (sur Z) telles que

2 00
rua=(3 4 0)
soit la forme normale de Smith de U.

Le résultat suivant montre en particulier que toute matrice inversible est un produit de
matrices élémentaires. Par suite, le corollaire 8.6.7 est équivalent au théoréme 8.6.6 (chacun
des deux énoncés implique 'autre).

Théoréme 8.6.10. Soit P € Mat,,»,(A). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) P est inversible,
(ii) P peut étre transformée en I, par une suite d’opérations élémentaires de lignes,

(iii) P s’écrit comme un produit de matrices élémentaires.

Si ces conditions équivalentes sont remplies, on peut, par une suite d’opérations élémentaires
de lignes, transformer la matrice (P|1,) € Mat,xon(A) en une matrice de la forme (I, | Q)
et alors on a P~ = Q.

Dans les exercices 8.6.2 et 8.6.3, on propose une esquisse de preuve de ce résultat ainsi
7
qu’une méthode pour déterminer si P est inversible et, lorsque c’est le cas, pour transformer
P en [, par des opérations élémentaires de lignes.

r+1 22+x+1

Ezemple 8.6.11. Soit P = ( - 241

) € Matyyw2(Q[z]). Montrer que P est inver-

sible et calculer P~ 1.

Solution: On trouve

(PI1) = r+1 22+24+1[1 0 1 T 1 -1\ L, — Ly
- x 2?+1 |01 x 22+1]0 1
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1 =z
01
Donc P est inversible (on peut la transformer en I par une suite d’opérations élémentaires

de lignes) et
2 2
4 [ x*+1 - —x-—1
P _< —x r+1 )

1 -1

1 0|2?+1 —a?—2—1)\ L, —xL,
—x 1+4+=x Lo —xl, 0 1

—x z+1

Le théoréme des diviseurs élémentaires (théoréme 8.1.1) fournit une base de A™ adaptée a
chaque sous-module N de A™. L’algorithme suivant procure un moyen pratique pour calculer
une telle base lorsqu’on connait un systéme de générateurs du module N.

Algorithme 8.6.12. Soit U € Mat,,x.,(A) et soit N = Cola(U).

o En utilisant ’algorithme 8.6.8, on construit des matrices inversibles P et () telles que

rog=| 0 "4 (8.15)
pour un entier r > 0 et des éléments non nuls dy,...,d. de A avec dy|ds| -+ | d,.

o Alors les colonnes de P~ forment une base {C1,...,C,} de A™ telle que {d,C, ...,d,C,}
soit une base de N.

Preuve. Soit {ey,...,e,} la base canonique de A" et soient C4, ..., C, les colonnes de P!,
L’application
p: A" — A"
X — PX
est un isomorphisme de A-modules (exercice) et par suite la proposition 6.5.13 nous apprend
que

(P e1),..., P (en)} = {C1,...,Ch}

est une base de A™. Par ailleurs I'égalité 8.15 se réécrit
UQ:P*l 0 ‘ dr :<dlCl e dT‘CTO N 0>

0 |0

Comme (@) est inversible, elle est un produit de matrices élémentaires (théoréme 8.6.10) et
par conséquent U@ s’obtient de U par une suite de transformations élémentaires de colonnes.
En vertu du lemme 8.4.3, on en déduit que

N = Cola(U) = Colu(UQ) = (diCh, . .., d,Cy) 4.
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Donc {d,C1,...,d.C.} est un systéme de générateurs de N. Si ay,...,a, € A satisfont

al(dlc’l) + -+ CLr<drCT) = O,

alors (a1d1)Cy + -+ + (a,d,)C,. = 0, donc aydy = -+ = a,d, = 0 car C,...,C, sont linéai-
rement indépendants sur A, et par suite a; = --- = a, = 0. Cela montre que d,C1,...,d,.C,
sont linéairement indépendants et en conséquence {d,C1,...,d,C.} est une base de N. [

En fait, comme la seconde partie de I’algorithme 8.6.12 ne requiert que la matrice P, on
peut se passer de calculer la matrice () : il suffit d’appliquer I'algorithme 8.6.8 au tableau
U ).

2
Exemple 8.6.13. Soit N = < (:cz) : (:C ) : <x) >QH C Q[z]?. Alors N = Colgy,(U) ou

T T (L’3

2
A

U= 9 3 |. On trouve
¥ xr

T r X

Cg —.Z‘Cl 03 — Cl
10
01

1 0 x 0 0
0 1) " \22 xz—2° 23—2°
Cy + (4

1 0 x 0 0
—r 1 Lo —xLy ~\N0 -2 232
Cg—i—l’CQ

T 0 0 1 0 T 0 ol1 0
“\0 z—a? 0 - 1 “\0 22—z 0|z —1 —Ly

1
Donc les diviseurs élémentaires de N sont x et 2> —x = z(x—1). En posant P = ( . ()1 >,

<U|1>:( v

1 0
—x 1

T 0 0
0 z—2a% 23—2?

on trouve
1 0|1 0 1 01 O 1 0{1 O
(P“)_(:c ~1]0 1)”(0 ~1| -2 1) Ly — L, N(o 1| —1) —L,
1 1 0 . , .
donc P~ = . 1 ) Suivant 'algorithme 8.6.12, on conclut que

(0=() = (5))

est une base de Q[z]? telle que

{2Cy, (2* — 2)Co} = { (;;2) ) (_x20+ x) }

soit une base de .
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On conclut ce chapitre avec le résultat suivant qui précise le théoréme 7.2.4 et qui,
combiné au théoréme 7.2.5, permet de construire une base relative a laquelle la matrice d’un
opérateur linéaire est sous forme rationnelle.

Théoréme 8.6.14. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur un corps K, soit
B={vi,...,v,} une base de V, et soit T: V — V un opérateur linéaire. Alors il existe des
matrices inversibles P, Q) € Mat,,,,(K[z]) et des polynomes unitaires dy(x), ..., d,(z) € K[z
avec dy(z) |do(x) | -+ | dn(z) tels que

dl(l’) O
P@-TQ={ o . (8.16)
dn ()
Ecrivons
pi(x) - pi(x)
P=| A
Pra(x) o+ Dan(T)

et, pour la structure de K|x|-module sur V associée a T, posons
u; = pii(z)vi+ -+ puj(x)v,
pour j=1,...,n. Alors on a
V=Kzlu, & - & Klz|u,

ou k désigne le plus petit entier tel que di(z) # 1. De plus l'annulateur de u; est engendré
par dj(x) pour j =k,...,n.

Preuve. La proposition 8.1.2 nous apprend que 'application
v Kz — V
: — pi(@)vi+ 4 () Ve
Pn()
est un homomorphisme surjectif de K[z]-modules, dont le noyau est
ker(v) = Colgpg(xd — [T']g).

L’algorithme 8.6.8 permet de construire des matrices inversibles P, Q € Mat,,x,,(K[z]) telles
que

Pl —[T]p)Q =




150 CHAPITRE 8. LE THEOREME DES DIVISEURS ELEMENTAIRES

pour un entier r > 0 et des polynémes non nuls dy (z), ..., d,(x) € K[z]avec dy(z)]| - -- | d.(x).
Comme le déterminant du membre de gauche de cette égalité n’est pas nul, on doit avoir
r = n. Quitte & modifier P ou @, on peut faire en sorte que di(x), ..., d,(z) soient unitaires.
Cela démontre la premiére assertion du théoréme.

L’algorithme 8.6.12 nous apprend que les colonnes de P~! forment une base de {C}, ..., C,}
de K[z]™ telle que {d;(z)C4,...,d,(x)C,} soit une base de ker(¢)). Par construction, on a
aussi

u; = ¥(C})
pour 7 = 1,...,n. La conclusion suit en reprenant la preuve du théoréme 7.2.1 donnée a la
section 8.1 (avec A = Klx]). O
Ce résultat fournit une nouvelle preuve du théoréme de Cayley-Hamilton. On en déduit
en effet :
Corollaire 8.6.15. Dans les notations du théoréeme 8.6.14, on a

carp(x) = dy(z)dy(z) - - - dp(2)

et d,(x) est le polynome minimal de T. De plus, on a carp(T) = 0.

Preuve. En prenant le déterminant des deux membres de (8.16), on trouve
det(P) carp(x) det(Q) = dy(x) - - - d,(x).

Comme P et @ sont des éléments inversibles de Mat,, ., (K[z]), leurs déterminants sont des
éléments de K[x]* = K*, donc 1’égalité ci-dessus se réécrit

carp(x) = ady(x) - - dy(2)

pour une constante a € K*. Comme les polynomes cary(z) et di(z),...,d,(x) sont tous
unitaires, on doit avoir a = 1. Par ailleurs, le théoréme 7.2.4 nous apprend que d,(z) est le
polynome minimal de 7". On en déduit que

carp(T) = di(T) o---od,(T) = 0.

En appliquant le théoréme 7.2.5, on obtient aussi :

Corollaire 8.6.16. Avec les notations du théoréme 8.6.14, posons m; = deg(d;(z)) pour
1==k,...,n. Alors

C={w,T(u),....T"™ "(u),...... S, T(wy), ..., T H(uy,) }

est une base de V' telle que

ot D; désigne la matrice compagnon de d;(x) pour i =k,..., n.
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Ezemple 8.6.17. Soit V un espace vectoriel sur Q de dimension 3, soit B = {vy, Vs, v3} une
base de V', et soit T': V' — V D'opérateur linéaire pour lequel

0 -1 -1
Tls=| -3 2 3
4 -4 -5

Déterminer une base C de V telle que [T ]¢ soit sous forme rationnelle.

Solution: On applique d’abord 'algorithme 8.6.8 & la matrice

T 1 1
U=zxl—-[T|g= 3 »z—2 =3
—4 4 r+5

Comme on a seulement besoin de la matrice P, on travaille avec le tableau (U|[). En
reprenant les calculs de I'exemple 8.5.7, on trouve

Cy O
1 T 1 1 00
(1)~ -2 3 =3 1(010
4 —4 x+5|0 0 1
02—1‘01 03—01
1 0 0 1 00
r—2 —224+2x4+3 —x—-1]|0 1 0
4 —4xr —4 z+1 |0 0 1
1 0 0 1 0 0
~ 0 —2?+2x+3 —xz—1|—-2z+2 1 0 Ly — (x —2)L,
0 —4x —4 r+1 —4 01 Ly — 4L,
Cs Cy
1 0 0 1 0 0
0 —x—1 —224+22+3|—-2+2 1 0
0 x+1 —4x —4 —4 01
1 0 0 1 0 0
~ 0 z+1 22—2x—3 r—2 -1 0 —Ls
0 —?—2r—-1|—-2-2 1 1 L3+ Lo
Og-(ZE—g)CQ
1 0 0 1 0 0
0 z+1 0 r—2 -1 0
0 0 —(z +1)2 —-rx—2 1 1
1 0 0 1 0 0
~ 0 z+1 0 r—2 —1 0
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Donc les diviseurs élémentaires sont 1, z + 1 et (z + 1)2. On trouve que

-1

1 0 0 1 0 0
Pl=| 2-2 -1 0 =l z—-2 -1 0
r+2 -1 —1 4 1 -1

(la vérification de ce calcul est laissée en exercice). On en déduit que
V =Qz]us ®Q[z]lug ou uy=-vy+vy et uz=—vs.

De plus 'annulateur de uy est engendré par x + 1 et celui de uz par (z +1)? = 2% + 2z + 1.
On conclut que

C ={uy,u3,T(u3)} ={—vs + v3, —v3, v{ — 3vy + Hv3}

est une base de V telle que

~1]0 0
(Tle=| 0 [0 -1
01 —2

ot, sur la diagonale, on reconnait les matrices compagnon de x + 1 et de 22 + 2z + 1.

Note. La premiére colonne de P~! fournit
w=1vi+(z—1Dve+4vs=v +T(vy) —2vo+4v3 =0

comme il se doit, puisque Pannulateur de u; est engendré par d;(z) = 1.

Exercices.

Dans tous les exercices ci-dessous, A désigne un anneau euclidien.

8.6.1. Démontrer le lemme 8.6.2.

8.6.2. Soit P € Mat,,x,(A).

(i) Donner un algorithme pour transformer P en une matrice triangulaire supérieure T
par une suite d’opérations élémentaires de lignes.

(ii) Montrer que P est inversible si et seulement si les éléments de la diagonale de T sont
des unités de A.

(iii) Si les éléments de la diagonale de 7" sont des unités, donner un algorithme pour trans-
former T" en I, par une suite d’opérations élémentaires de lignes.
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(iv) Conclure que, si P est inversible, alors P peut étre transformée en la matrice I,, par
une suite d’opérations élémentaires de lignes.

Indice. Pour la partie (ii), montrer P est inversible si et seulement si 7" est inversible et
utiliser le fait qu'une matrice de Mat,,«,,(A) est inversible si et seulement si son déterminant
est une unité de A (voir appendice B).

8.6.3. Le probléme 8.6.2 montre que, dans ’énoncé du théoréme 8.6.10, la condition (i)
implique la condition (ii). Compléter la preuve de ce théoréme en montrant les implications
(1) = (uii) et (i4i) = (i), puis en démontrant la derniére affirmation du théoréme.

8.6.4. Pour chacune des matrices U de I'exercice 8.5.2, déterminer des matrices inversibles
P et @ telles que PUQ soit sous forme normale de Smith.

8.6.5. Dans chaque cas, déterminer une base {C1,...,C,} de A™ et des éléments non nuls
di,...,d, de A avec dy|ds| --- |d, tels que {d,CY,...,d,C,} soit une base du sous-module
donné N de A™.
x 0
i) A=Q|x], N:< x+1]),| =z
() A=Ql] F ] g
r+1 —4 4
(i) A=Rlz], N:< 1| e+ ]| -2 >
9 4 v—5) 'Rl
4 4 2
(i) A=2, N= < (8) : (10) ’ (8) >Z
4 0 4
(iv) A=2Z, N:< 2], (8], s >Z
0 4 —2

8.6.6. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, et soit 7: V' — V une
application linéaire. Montrer que ming(x) et carp(x) ont les mémes facteurs irréductibles
dans K|[x].

Indice. Utiliser le Corollaire 8.6.15.

8.6.7. Soit T: Q@* — Q3 une application linéaire. Supposons que cary(x) admette un facteur
irréductible de degré > 2 dans Q[z]. Montrer que Q3 est un Q[z]-module cyclique.

8.6.8. Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur Q avec base B = {vi, vy}, et soit

T:V — V une application linéaire avec [T'],; = (_31 1)

(i) Déterminer carr(x) et ming(x).

(ii) Déterminer une base C de V telle que [T'], soit diagonale par blocs avec des matrices
compagnon de polynomes sur la diagonale.
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4 2 2
8.6.9. Soit A = 1 3 1 S Matgxg(@).
-3 -3 -1

(i) Déterminer cary(z) et mina(x).

(ii) Déterminer une matrice D semblable a A qui soit diagonale par blocs avec des matrices
compagnon de polynomes sur la diagonale.



Chapitre 9

Dualité et produit tensoriel

Dans ce chapitre, on présente des constructions d’algébre linéaire qui jouent un role
important dans de nombreux domaines des mathématiques, aussi bien en analyse qu’en
algebre.

9.1 Dualité

Définition 9.1.1. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Le dual de V' est I’espace vectoriel
Lk (V, K) des applications linéaires de V' dans K. On le note V*. Un élément de V* s’appelle
une forme linéaire sur V.

Ezemple 9.1.2. Soient X un ensemble et F (X, K) 'espace vectoriel des fonctions g: X — K.
Pour tout x € X, I'application

E,: FIX,K) — K

g — g(z)
dite d’évaluation au point x est linéaire, donc E, € F(X, K)*.
Proposition 9.1.3. Supposons que V' soit de dimension finie sur K et que B ={vq,...,v,}
soit une base de V. Pour chaquei = 1,...,n, on désigne par f;: V — K ['application linéaire
telle que
0 sij#i,
fi(vy) = i 32{1 L
st j =1.

Alors B* ={fi1,..., fn} est une base de V*.
On dit que B* est la base de V* duale a B.

Preuve. On sait que & = {1} est une base de K vu comme espace vectoriel sur lui-méme.
Alors le théoréme 2.4.3 fournit un isomorphisme

,CK(V,K) - Matlxn(K).
fo— [fF

155
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Pour 2 =1,...,n, on trouve que

18 = (s - 1)) = (0, L. 0) =€

Comme {e!,... el } est une base de Mat;,(K), on en déduit que {f1,..., f,} est une base
de V*. 0

Proposition 9.1.4. Soient V et W des espaces vectoriels sur K et soit T:V — W une
application linéaire. Pour toute forme linéaire g: W — K, la composée goT:V — K est
une forme linéaire sur V. L’application

™' W* — V*
g — goT

ainsi obtenue est linéaire.
On dit que T™ est la transposée de T

Preuve. La premiére affirmation découle du fait que la composée de deux applications li-
néaires est linéaire. Le fait que 7™ est linéaire découle de la proposition 2.3.1. [

Ezemple 9.1.5. Soient X et Y deux ensembles, et soit h: X — Y une fonction. On vérifie
que I'application
T: FY,K) — F(X,K)
g — goh

est linéaire (exercice). Dans ce contexte, on se propose de déterminer 7%(E,) ou I'expression
E, € F(X, K)* désigne I'évaluation en un point z de X (voir I'exemple 9.1.2).

Pour tout g € F(Y, K), on trouve
(T"(Ex))(9) = (Ez 0 T)(g) = Ex(T(9)) = Ez(g o h) = (g o h)(x) = g(h(x)) = Enw)(9),
donc T*(E,) = Ep).

Proposition 9.1.6. Soient U, V et W des espaces vectoriels sur K.
(i) Si S, T € Lx(V,W) et ce K, alors

(S+T) =5"4+T" et () =cT"
(i1)) Si S € Lx(UV) etT e Lx(V,W), alors

(ToS) =S 0T

La preuve de ce résultat est laissée en exercice. La partie (i) implique :
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Corollaire 9.1.7. Soient V et W des espaces vectoriels sur K. L’application

‘CK(V?W) I ‘CK(W*a‘/*)
T — T

est linéaire.

Théoréme 9.1.8. Soient V et W des espaces vectoriels de dimension finie sur K, soient
B=A{vy,...,vp,} et D={wq,...,wy}
des bases respectives de V' et W, et soient

B ={f1,....[n} et D" ={g1,...,9m}

les bases de V* et W* duales respectivement a B et D. Pour tout T € Lx(V,W), on a
* 1D* t
(7] = ([T]5) -

Autrement dit, la matrice de la transposée T de T relatives aux bases duales D* et B*
est la transposée de celle de T relatives aux bases B et D.

Preuve. Soit T € L (V,W). Ecrivons [T']3 = (a;;). Par définition, on a
T(vj) =aywi+ -+ amjwy, (j=1,...,n).

On sait que T* € L (W*,V*) et on cherche

718 = (I (90)ls -+ [T (gl ).

Fixons un indice j € {1,...,m}. Pour tout i =1,...,n, on a

(T*(9))(v) = (950 T)(vi) = g;(T(vi)) = g5 (D anwn ) = s

On en déduit que

T(g) = Zajifi
i=1
(voir I'exercice 9.1.1). Par conséquent, [T7(g;)]s+ est la transposée de la ligne j de [T']5.
Cela donne bien
aix - Oma
* 1D* . . t
[T = | | =(T]p)

A1p = Amn

Définition 9.1.9. Le bidual d’un espace vectoriel V' est le dual de V*. On le note V**.
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On a donc V** = L (V*, K). Le résultat suivant est particuliérement important.

Théoréme 9.1.10. Soit V' un espace vectoriel sur K.

(i) Pour tout v € V, Uapplication

E,: V¥ — K

est linéaire et par suite b, € V**.
(ii) L’application
p: V. — UV
v — FB,

est elle-aussi linéaire.

(i11) Si'V est de dimension finie, alors ¢ est un isomorphisme.

Preuve. (i) Soit v € V. Pour tout choix de f,g € V* et ¢ € K, on trouve

EJ(f+9)=(f+9)v)=f(v)+g(v)=Ey(f)+ Eug),
Ey(cf)=(cf)(v)=cf(v)=cEy(f).

(ii) Soient u,v € V et ¢ € K. Pour tout f € V*, on trouve

EBupe(f) = flutv) = f(u) + f(v) = Eu(f) + Ev(f) = (Eu + EV)(]),
Eev(f) = flev) = cf(v) = cEv(f) = (¢ EV)(f),

donc Ey, v = Ey + Ey et B, = cEy. Cela montre que ¢ est linéaire.

(iii) Supposons que V' soit de dimension finie. Soit B = {vy,...,v,} une base de V et
soit B* = {fi1,..., fu} la base de V* duale & B. On a

Donc {Ey,, ..., Ey } est la base de (V*)* = V** duale a B*. Comme ¢ applique B sur cette

base, ’application linéaire ¢ est un isomorphisme. Il
Exercices.
9.1.1. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, soit B = {vq,...,v,}

une base de V, et soit B* = {fi,..., fu} la base de V* duale a B. Montrer que, pour tout
feVvV* ona
f=fv)fi+ o+ f(va)fa
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9.1.2. Démontrer la proposition 9.1.6.

9.1.3. On considére les vecteurs v; = (1,0,1)!, vo = (0,1, —2)" et v3 = (=1, —1,0)* de R?.
(i) Si f est une forme linéaire sur R telle que

fvi) =1, f(vo)=-1, [f(v3) =3,

et si v = (a,b,c)", déterminer f(v).

(ii) Donner explicitement une forme linéaire f sur R? telle que f(vy) = f(va) = 0 mais
f(vs) # 0.

(iii) Soit f une forme linéaire sur R? telle que f(vi) = f(v2) = 0 et f(v3) # 0. Montrer
que, pour v = (2,3,—1)", on a f(v) #0.

9.1.4. On considére les vecteurs v; = (1,0,—14)!, vo = (1,1,1)! et v3 = (,4,0)" de C>.
Montrer que B = {vy, Vs, v3} est une base de C? et déterminer la base B* de (C*)* qui est
duale & B.

9.1.5. Soit V = (1, x, 22 )g l'espace vectoriel des fonctions polynomiales p: R — R de degré
au plus 2. On définit trois formes linéaires fi, fo, f3 sur V' en posant

1

fl(p)z/olp(:v)dm, f2(p) :/02p(;,;)d;,;, f::.(zf))z/_0 p(z)dz.

Montrer que B = {f1, f2, f3} est une base de V* et déterminer sa base duale dans V.

9.1.6. Soient m, n des entiers positifs, soit K un corps, et soient fi,..., f,, des formes linéaires
sur K",

(i) Vérifier que la fonction T: K™ — K™ donnée par

fi(v)
T(v)= : pour tout v e K",

fm(V)

est une application linéaire.

11 ontrer que toute application linealre de alns S'eCrit alnsi pour un choix de
ii) Mont tout lication linéaire de K™ d K™ g’écrit ainsi hoix d
f17 ER fm S (Kn)*

9.1.7. Soient n un entier positif et K un corps. Posons V = Mat,,«,(/K). On rappelle que la
trace d'une matrice A = (a;;) € V est la somme des éléments de sa diagonale : trace(A) =
(i) Veérifier que I'application trace: V' — K est une forme linéaire sur V.

(ii) Soit B € V. Montrer que l'application ¢p: V' — K donnée par pp(A) = trace(AB)
pour tout A € V est linéaire.

(iii) Montrer que l'application ®: V' — V* donnée par ®(B) = ¢p pour tout B € V est
linéaire.

(iv) Etablir que ker ® = {0} et conclure que ® est un isomorphisme.
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9.2 Applications bilinéaires

Soient U, V et W des espaces vectoriels sur un corps K.

Définition 9.2.1. Une application bilinéaire de U x V' dans W est une fonction B: UxV — W
qui satisfait

(i) B(u,vq+vy) = B(u,vq)+ B(u, vs),
(ii) B(u; +us,v) = B(uy,v) + B(ug,Vv),
(i) B(cu,v) = B(u,cv) =cB(u,v)

pour tout choix de u,u;,us € U, de v,vy, vy € V et de ¢ € K. Une forme bilinéaire sur
U x V est une application bilinéaire de U x V dans K.

Ainsi, une application bilinéaire de U x V' dans W est une fonction B: U x V — W telle
que,

1) pour tout u € U, application V — W est linéaire ;
v— B(u,v)

2) pour tout v € V., I'application U — W est linéaire.
u— B(u,v)

On exprime la condition 1) en disant que B est linéaire a droite et la condition 2) en disant
que B est linéaire a gauche.

Ezxemple 9.2.2. L’application

B: VxV* — K
(v.f) — [f(v)

est une forme bilinéaire sur V' x V* car, pour tout choix de v,vy,vo € V., de f, f1, fo € V*
et dece K, on a

(i) (i + f2)(v) = fi(v) + fa(v),
(i) f(vi+ve) = f(v1) + f(v2),
(iii) f(ev)=rcf(v)=(cf)(v).

Ezemple 9.2.3. La proposition 2.3.1 montre que la fonction

Li(UV) % Lc(V,W) — Lic(U, W)
(S, T) > ToS

est une application bilinéaire.

Définition 9.2.4. On désigne par L% (U, V; W) I'ensemble des applications bilinéaires de U x V'
dans W.

Le résultat suivant fournit un analogue du théoréme 2.2.3 pour les applications bilinéaires.
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Théoréme 9.2.5. Pour tout choiz de By, By € L% (U, V; W) et de c € K, les applications

Bl—I—BQIUXV—)W et cB :UxV — W
(u,v) —— Bj(u,v)+ Ba(u,v) (u,v) —— ¢Bi(u,v)

sont bilinéaires. L’ensemble L% (U, V; W) muni de 'addition et de la multiplication scalaire
ainsi définies est un espace vectoriel sur K.

La preuve de la premiére affirmation est semblable a celle de la proposition 2.2.1 tandis
que la seconde affirmation se démontre sur le modéle de la preuve du théoréme 2.2.3. Ces
démonstrations sont laissées en exercice.

Dans l'exercice 9.2.3, on propose de démontrer qu’on a un isomorphisme naturel

L3(U VW) = Lg(U,Lr(V,WV))
B +— (ur (v~ (B(u,v)))

On conclut cette section avec les résultats suivants :

Théoréme 9.2.6. Supposons que U et V' admettent des bases
A={uy,...,u,} et B={vy,...,v,}

respectivement. Alors, pour tout choiz d’éléments w;; € W (1 <i <m,1 < j <n), il existe
une et une seule application bilinéaire B: U x V. — W qui satisfait

Preuve. Soit w;; € W (1 <i<m,1<j<n).

1° Unicité. S'il existe une application bilinéaire B: U x V' — W qui satisfait (9.1), alors

B(éaiui, ]Zi;ij]) = Z (uz, Zb v]>

=1

= Za«Zb B(u;, v, )
Z a;bjwi;

||M3:

pour tout choix de ai,...,a,,,b1,...,b, € K. Cela montre qu’il existe au plus une telle
application bilinéaire.

2° Existence. Considérons la fonction B: U x V — W définie par

i=1 j=1

i=1j=1
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Elle vérifie les conditions (9.1). Il reste & montrer qu’elle est bilinéaire. On trouve

pour tout choix de ay,...,am,b1,..., by, b}, ..., 0, € K. On vérifie aussi que

m n

B (Zaiui, chjvj> =cB (iaiui, zn:ijg)a
j=1 i=1 j=1

=1

pour tout ¢ € K. Donc B est linéaire a droite. On vérifie de méme que B est linéaire a
gauche. Donc, B est bilinéaire. [

Théoréme 9.2.7. Supposons que U et V' admettent des bases
A={w,...,u,} et B={vy...,v,}

respectivement. Soit B: U x V' — K wune forme bilinéaire sur U x V. Alors il existe une et
une seule matrice M € Mat,, ., (K) telle que

B(u,v) = [u),M[v]s (9.2)

pour tout u € U et tout v € V. L’élément de la ligne i et de la colonne j de M est B(u;, v;).

La matrice M s’appelle la matrice de la forme bilinéaire B relative auz bases A de U et
B deV.

Preuve. 1° Existence. Soient u € U et v € V. Ils s’écrivent

m n
u= E a;u; et v= E bjv;
i=1 j=1

avec aq,...,0m,b1,...,b, € K. On trouve
B(u,v) = ZZaibjB(ui,vj)
i=1 j=1
B(uy,vy) - B(ulavn) b
= (a,...,am) : : :
B(uy,,vy) -+ B(un,vy) by,

= [y (Blu,v) Vs
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2° Unicité. Supposons que M € Mat,, ., (K) satisfasse la condition (9.2) pour tout u € U

et tout veV.Pourt=1,...,met j=1,...,n, on trouve
0
1 :
9 :
B(ui,vj) = [ui]i‘M[Vj]B: (0,71,,0)M 1 <—j
0

= élément d’indice (i,7) de M.
[

Ezemple 9.2.8. Supposons que B = {vy,...,Vv,} soit une base de V. Soit B* = {f1,..., fu}
la base duale de V*. On se propose de calculer la matrice de la forme bilinéaire

B: VxV* — K
(v, f) — f(v)

relativement & ces bases.

Solution: On a B(v;, fj) = fj(v;) = 6;; pour 1 <14, j <n, donc la matrice de B est (6;;) = I,
la matrice identité n X n.

Exercices.

9.2.1. Soient V et W des espaces vectoriels sur un corps K et soit v € V. Montrer que
I’application
B: V'xW — W
(fow) — f¥)w

est bilinéaire.

9.2.2. Soient T', U, V et W des espaces vectoriels sur un corps K, soit B: U x V — T une
application bilinéaire et soit L: T — W une application linéaire. Montrer que la composée

LoB:UxV —W
est une application bilinéaire.

9.2.3. Soient U, V,W des espaces vectoriels sur un corps K. Pour tout B € L% (U,V; W) et
tout u € U, on désigne par B,: V — W l'application linéaire donnée par

Bu(v) = B(u,v) (vevV).
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(i) Soit B € L3 (U,V;W). Vérifier que 'application

ep U — Lg(V;W)
u — By,

est linéaire.

(ii) Montrer l’application

2 ﬁi(U,V; W) — £K(Ua£K(V3 W))
B — ©B

est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K.

9.2.4. Soient {e;, ey} la base canonique de R? et {e], €}, €5} celle de R3. Donner une formule
pour f((z1,22,23), (y1,v2)) ot f: R x R? — R désigne 'application bilinéaire déterminée
par les conditions

f(ellael> =1, f(elbe?) =0, f(e/27el> =3,
f(e/2762) = -1 f(ef’bel) =4, f(eg7e2> = —2.

En déduire la valeur de f(u,v) siu=(1,2,1)" et v=(1,0)".

9.2.5. Soient U, V et W des espaces vectoriels sur un corps K, soient B;: U x V — W
(1 =1,2) des applications bilinéaires, et soit ¢ € K. Montrer que les applications

Bi+By:UxV — W et cB1:UxV — W
(u,v) — Bi(u,v) + By(u,v) (u,v) — ¢Bi(u,v)

sont bilinéaires. Montrer ensuite que £% (U, V' ; W) est un espace vectoriel pour ces opérations
(comme il s’agit d’une vérification assez longue, vous pouvez vous contenter simplement de
de montrer 'existence d’'un élément neutre pour ’addition, de montrer que tout élément
posséde un inverse additif, et de démontrer un des deux axiomes de distributivité).

9.2.6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K, et soit B = {vy,...,v,}
une base de V. Pour toute paire d’entiers 4,5 € {1,...,n}, on désigne par ¢;;: V xV — K
la forme bilinéaire déterminée par les conditions

1 si(k,0) = (i,5),
gz‘,j(Vk;,Vz) Z{ ( ) =)

0 sinon.
Montrer que B = {g;;;1 < 4,5 < n} est une base de l'espace vectoriel Bil(V,K) =
L2.(V,V; K) de toutes les applications bilinéaires de V' x V dans K.

9.2.7. Soit V un espace vectoriel sur un corps K de caractéristique différente de 2. On dit
qu’une forme bilinéaire f: V x V — K est symmétrique si f(u,v) = f(v,u) pour tout choix
de u € Vet v e V. On dit qu'elle est anti-symmétrique si f(u,v) = —f(v,u) quels que
soient ue VetvelV.
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(i) Montrer que l’ensemble S des formes bilinéaires symmeétriques sur V' x V est un
sous-espace de Bil(V, K) := L2(V,V ; K).

(ii) Montrer que Iensemble A des formes bilinéaires anti-symmeétriques sur V' x V est
aussi un sous-espace de Bil(V, K).

(iii) Montrer que Bil(V, K) = S & A.

9.2.8. Déterminer une base de I'espace des formes bilinéaires symmeétriques de R? x R? dans
R et une base de I'espace des formes bilinéaires anti-symmétriques de R? x R? dans R.

9.2.9. Soit C(R) I'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R, et soit V' le sous-espace
de C(R) engendré (sur R) par les fonctions 1, sin(z) et cos(x). Montrer que I’application

B:VxV —R
(f,9) — [y f(t)g(m —t)dt

est une forme bilinéaire et déterminer sa matrice par rapport a la base A = {1,sin(x), cos(z)}
de V.

9.2.10. Soit V' = (1,x,...,2" )r l'espace vectoriel des fonctions polynomiales p: R — R de
degré au plus n. Déterminer la matrice de 'application bilinéaire

B:VxV —R
(f,9) [ f(t)g(t)at

par rapport a la base A = {1,z,...,2"} de V.

9.3 Produit tensoriel

Tout au long de cette section, on fixe deux espaces vectoriels U et V' de dimension finie
sur un corps K.

Si T" est un espace vectoriel, on peut considérer une application bilinéaire de U x V' dans
T comme un produit
UxV — T

(u,v) — u®v

9.3)

a valeurs dans 7. Dire que cette application est bilinéaire signifie que le produit en question
satisfait :

(W + W) V= R/V+u, vV,
u® (Vvi+vy) =u®v) +u® vy,
(cu)@v=u®(cv)=cu®v,

pour tout choix de u,uj,uy € U, de v,vy,vo € Vet de c € K.
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Etant donné une application bilinéaire comme ci-dessus (9.3), on vérifie sans peine que,
pour toute application linéaire L: T — W, la composée B: U x V — W donnée par

B(u,v) = L(u®v) pour tout (u,v) €U xV (9.4)
est une application bilinéaire (voir 'exercice 9.2.2).

Notre but est de construire une application bilinéaire (9.3) qui soit universelle au sens ot
toute application bilinéaire B: U x V' — W g’écrive sous la forme (9.4) pour un et un seul
choix d’application linéaire L: T — W. Une application bilinéaire (9.3) qui posséde cette
propriété s’appelle un produit tensoriel de U et de V. La définition suivante résume cette
discussion.

Définition 9.3.1. Un produit tensoriel de U et de V est la donnée d’un espace vectoriel T’

sur K et d’une application bilinéaire

UxV — T

(u,v) — u®v
qui posséde la propriété suivante. Pour tout espace vectoriel W et toute application bilinéaire

B: UxV — W, il existe une et une seule application linéaire L: T — W telle que B(u,v) =
L(u® v) pour tout (u,v) € U x V.

Cette condition est schématisée par le diagramme suivant :

B
UxV —W
.ﬂ
®J
L
T (9.5)

Dans ce schéma, la fléche verticale représente le produit tensoriel, la fléche horizontale re-
présente une application bilinéaire quelconque, et la fleche diagonale en pointillé représente
I'unique application linéaire L qui, par composition avec le produit tensoriel, redonne B.
Pour un tel choix de L, la fleche horizontale B est la composée des deux autres fléches et on
dit que le diagramme (9.5) est commutatif.

La proposition suivante démontre ’existence d’un produit tensoriel pour U et V.

Proposition 9.3.2. Soit {uy,...,u,} une base de U, soit {vy,...,v,} une base de V', et
soit {tij; 1 <i<m,1<j<n} une base d’un espace vectoriel T de dimension mn sur K.
L’application bilinéaire (9.3) déterminée par les conditions

est un produit tensoriel de U et de V.
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Preuve. Le théoréme 9.2.6 montre qu’il existe une application bilinéaire (u,v) — u® v de
U xV dans T qui satisfait (9.6). Il reste a voir qu’elle posséde la propriété universelle requise
par la définition 9.3.1.

Pour ce faire, on fixe une application bilinéaire quelconque B: U x V — W. Puisque
I'ensemble {t;;;1 < ¢ < m,1 < j < n} est une base de T, il existe une et une seule
application linéaire L: T — W telle que

L(t;) = Blu,v;) (1<i<m1<j<n) (9.7)

Alors I'application B": U xV — W donnée par B'(u,v) = L(u®vV) pour tout (u,v) € UxV
est bilinéaire et satisfait

B'(u;,v;) = L(w; ® vj) = L(ty;) = B(u;,v;) (1<i<m,1<j<n)

En vertu du théoréme 9.2.6, cela implique que B’ = B. Donc l'application L remplie la
condition
B(u,v) = L(u®v) pour tout (u,v) e U x V.

Enfin, L est la seule application linéaire de 1" dans W qui remplisse cette condition car cette
derniére implique (9.7) laquelle détermine L de maniére unique. [

La preuve donnée ci-dessus utilise de maniére cruciale 'hypothése que U et V sont de di-
mension finie sur K. On peut toutefois démontrer 1'existence du produit tensoriel de maniére
générale sans faire cette hypothése, mais nous ne le ferons pas ici.

On observe ensuite que le produit tensoriel est unique & isomorphisme prés.
Proposition 9.3.3. Supposons que

UxV — T et UxV — T

(u,v) — u®v (u,v) — u®'v

soient deux produits tensoriels de U et de V. Alors il existe un isomorphisme L: T — T" tel
que

Lu®v)=u®'v
pour tout (u,v) € U x V.

Preuve. Puisque ®’ est bilineéaire et que ® est un produit tensoriel, il existe une application
linéaire L: T — T’ telle que
u®'v=Lu®v) (9.8)

pour tout (u,v) € U x V. Il reste & montrer que L est un isomorphisme. Pour cela, on note
d’abord que, symétriquement, puisque ® est bilinéaire et que ®’ est un produit tensoriel, il
existe une application linéaire L': T — T telle que

uv=~L(ug'v) (9.9)



168 CHAPITRE 9. DUALITE ET PRODUIT TENSORIEL

pour tout (u,v) € U x V. En combinant (9.8) et (9.9), on obtient
(oL)(u@v)=u®v et (Lol)(u®v)=u®'v

pour tout (u,v) € U x V. Or les applications identités I: T" — T et I': T" — T satisfont
aussi
I(u@v)=u®v et I'uk'v)=u®'v

pour tout (u,v) € U x V. Comme ® et ®" sont des produits tensoriels, cela implique que
L'oL=1¢et que LoL =1 Donc L est une application linéaire inversible d’inverse L', et
par suite c’est un isomorphisme. Il

En combinant les propositions 9.3.2 et 9.3.3, on obtient aussitot.

Proposition 9.3.4. Soit {uy,...,u,} une base de U, soit {vy,...,v,} une base de V, et
soit @: U xV — T un produit tensoriel de U et de V. Alors

{w,®v;;1<i<m,1<j<n} (9.10)
est une base de T
Preuve. La proposition 9.3.2 montre qu’il existe un produit tensoriel ®: U x V' — T' tel que
(9.10) soit une base de T. Si ®: U x V' — T" est un autre produit tensoriel, alors, selon la

proposition 9.3.3, il existe un isomorphisme L: T'— T" tel que u®' v = L(u ® v) pour tout
(u,v) € U x V. Comme (9.10) est une base de T, on en déduit que les produits

W, Q' v;=Lwev;) (1<i<m,1<j<n)

constituent une base de T". O

Le théoréme suivant résume ’essentiel des résultats obtenus jusqu’a présent :

Théoréme 9.3.5. I existe un produit tensoriel @: UXV — T deU et de V. Si{uy,...,u,}
est une base de U et {vy,...,v,} une base de V, alors {u; @ v;; 1 <i<m,1<j<n} est
une base de T.

On dit souvent que 7' lui-méme est le produit tensoriel de U et de V' et on le note U @ V
ou plus précisement U ®x V lorsqu’on veut insister sur le fait que U et V sont considérés
comme espaces vectoriels sur K. Le théoréme 9.3.5 donne aussitot

Le fait que le produit tensoriel ne soit pas unique, mais unique a isomorphisme prés, ne
pose pas de problémes en pratique, dans la mesure ou les relations de dépendance linéaire
entre les produits u ® v avec u € U et v € V ne dépendent pas du produit tensoriel ®. En
effet si, pour un produit tensoriel donné ®: U x V — T, on a :

iU V] + Uy ®@Vy+ - +cu, @ vy =0 (9.11)
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avec ¢1,...,¢cs € K, uy,...,us € Uet vi,...,vy € V, et si ®: U x V — T’ est un autre
produit tensoriel, alors en désignant par L: T — T’ I'isomorphisme tel que L(u®v) = u®'v
pour tout (u,v) € U x V et en appliquant L aux deux membres de (9.11), on obtient

/ / /
1 ® vi+ Uy ® vo+ - -+ Uy ® vy = 0.

Ezemple 9.3.6. Soit {e, e2} la base canonique de K?2. Une base de K? @y K? est
{e1®eq, €1 ®er, 2@ e, 3@ e}
En particulier, on a e; ® e; —e; ® €; # 0, donc e; ® e; # €3 ® €. On trouve aussi

(e1+e)®(e1—e) =€ @ (e —e2) +e® (e —e)

=e1®e —e e t+e®e —ex® es.

Plus généralement, on a

=1
2 2
= E E aibjei@)ej
=1 j=1

= a1b1e1 ® e+ albzel & es + a21)162 X e; + a2b2€2 X es.

2 2
(a1e1 + ageg) (%9 (blel + bgeg) = (Zaiel) X <ijej>
j=1

Eremple 9.3.7. On sait que le produit scalaire dans R" est une forme bilinéaire

R" x R* — R.
(0, v) — (u,v)

Donc il existe une et une seule application linéaire L: R" @ R" — R telle que
(0,v) = Lu®v)

pour tout choix de u,v € R". Soit {ey,...,e,} la base canonique de R™. Alors ’ensemble
{ei®e;; 1 <i<n,1<j<n}estune base de R" ®g R” et par suite L est déterminée par
les conditions

L(ei®ej):<ei,ej>:5ij (1§2§n,1§j§n)

Exercices.

9.3.1. Soit {ey, e2} la base canonique de R2. Montrer que e; @ e, +e; ®e; ne peut pas s’écrire
sous la forme u ® v avec u,v € R%
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9.3.2. Soit {e;,es} la base canonique de R?, soit B: R? x R* — R? I'application bilinéaire
déterminée par les conditions

B(ej,e;) = (1,0), B(ei,e2) =(2,1), B(eg,e;)=(—1,3) et B(es,es)=(0,—1),

et soit L: R?®@g R? — R? I'application linéaire telle que B(u,v) = L(u® v) pour tout choix
de u,v € R2. Calculer

(1) L(61 Xey—ey® el),
(11) L((61 + 282) & (—91 + 82)),
(111) L(61 ® e+ (01 + 82) (029 62).

9.3.3. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Montrer qu’il existe une
et une seule forme linéaire L: V* ®x V' — K qui satisfait la condition L(f ® v) = f(v) pour
tout f € V* et tout veV.

9.3.4. Soient U et V des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K et soit
{uy,...,u,,} une base de U. Montrer que tout élément t de U @k V s’écrit sous la forme

t=wvi+w@vy+---+u, vy,
pour un et un seul choix de vecteurs vy, vy, ..., v, € V.

9.3.5. Soient U, V des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K.

(i) Soient Uy et Vi des sous-espaces de U et V respectivement et soit 77 le sous-espace
de U ®g V engendré par les produits u ® v avec u € Uy et v € V;. Montrer que
I’application

U1 X ‘/1 — Tl
(W,v) — u®v

est un produit tensoriel de U; et de V;. On peut donc identifier 77 a U; Qg V;.
(ii) Supposons que U = U; @ U et que V =V @ V5. Montrer que

UiV = (U@ Vi) ® U@k V1) ® (U @k Va) ® (U @k Va).

9.3.6. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur R. En considérant C comme un
espace vectoriel sur R, on forme le produit tensoriel C ®g V.
(i) Montrer que, pour tout o € C, il existe une application linéaire L,: CQgrV — C@rV
unique qui satisfait L, (5 ® v) = (o) ® v quels que soient § € Cet v e V.
(ii) Montrer que, pour tout choix de o,/ € C, on a L, 0 Ly = Lao €t Lo+ Loy = Lotor
En déduire que C ®g V' est un espace vectoriel sur C pour la multiplication externe
donnée par at = L,(t) pour tout a € C et tout v € V.

(iii) Montrer que si {vy,...,v,} est une base de V' en tant qu’espace vectoriel sur R, alors
{1®vy,...,1®v,} est une base de C ®g V' en tant qu’espace vectoriel sur C.

On dit que C ®@g V est le complexifié de V.
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9.3.7. Avec les notations du probléme précédent, montrer que tout élément t de C ®g V'
s’écrit sous la forme t = 1 ® u + ¢ ® v pour un et un seul choix de u,v € V, de méme que
tout nombre complexe o € C s’écrit sous la forme o = a + ib pour un et un seul choix de
a,b € R. Etant donné o et t comme ci-dessus, déterminer la décomposition du produit ot.

9.3.8. Soient V' et W des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K.
(i) Veérifier que, pour tout f € V* et tout w € W, Papplication

Liw:V — W
v — f(v)w
est linéaire.
(ii) Vérifier aussi que Papplication
VEXW — Lg(V,W)
(fiw) — Lpw
est bilinéaire.
(iii) En déduire qu’il existe un et un seul isomorphisme L: V* @x W —— L (V, W) satis-

faisant L(f ® w) = L;w quels que soient f € V* et w € W.

9.3.9. Avec les notations du probléme précédent, soit B = {vy,...,v,} une base de V, soit
{fi,---, fa} la base de V* duale & B, et soit D = {wy,...,w,,} une base de W. Fixons
T € Lx(V,W) et posons [T]3 = (a;;). Montrer que, sous I'isomorphisme L de la partie (iii)
du probléme précédent, on a

T (33 anf o w).

i=1 j=1

9.3.10. Soit K un corps de caractéristique différente de 2, et soit V' un espace vectoriel sur
K de dimension n avec base A = {vy,...,v,}. Pour chaque paire d’éléments u, v de V, on
définit ) |

uUAVv = §(u®v—v®u) et u-v:= §(u®v+v®u).

Soient /\2 V le sous-espace de V ®@x V engendré par les vecteurs u A v, et Sym?*(V) celui
engendré par les vecteurs u - v.

(i) Montrer que I'ensemble B; = {v; Av;; 1 < i < j < n} constitue une base de A\*V
tandis que By = {v;-v;; 1 < i < j < n} est une base de Sme(V). En déduire que
VorV=NA\VaoSym* (V).

(ii) Montrer que 'application ¢1: V xV — /\2 V' donnée par ¢1(u, v) = uAv est bilinéaire
anti-symeétrique et que I'application ¢y: V x V' — Sym?(V) donnée par ¢s(u,v) = u-v
est bilinéaire symétrique (voir l’exercice 9.2.7 pour les définitions).

(iii) Soit B: V x V' — W une application bilinéaire anti-symétrique quelconque. Montrer
qu’il existe une et une seule application linéaire L;: /\2 V — W telle que B = Ly 0.

(iv) Enoncer et démontrer I’analogue de (iii) pour une application bilinéaire symétrique.

Indice. Pour (iii), soit L: V ® V' — W T’application linéaire qui satisfait B(u,v) = L(u®v)
quels que soient u,v € V. Montrer que Sym*(V) C ker(L) et que B(u,v) = L(u A v) pour
tout choix de u,v e V.
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9.4 Produit de Kronecker

Dans cette section, on fixe des espaces vectoriels U et V' de dimension finie sur K et on

fixe un produit tensoriel
UxV — UgV.
(W, v) — u®v

On note d’abord :

Proposition 9.4.1. Soient S € Endg(U) et T € Endg (V). Alors il existe un et seul élément
de Endg (U @k V), noté S® T, tel que

SeT(uev)=Su) T (v)
pour tout (u,v) € U x V.

Preuve. L’application
B: UxV — UgV
(w,v) — S(u)®@T(v)

est linéaire a gauche car

B(u; +uy,v) = S(ug + uz)  T'(v) et B(cu,v) = S(cu) @ T(v)
= (S(w) + S(uz)) @ T(v) = (cS(u)®T(v)
=S(u) @T(v) + S(uz) @ T(v) =c(S(u)®@T(v))
= B(uy, V) + B(ug,Vv) = cB(u,v)

pour tout choix de u,u;,uy € U, v € V et ¢ € K. De méme, on vérifie que B est linéaire
a droite. Donc c’est une application bilinéaire. En vertu des propriétés du produit tensoriel,
on conclut qu’il existe une et une seule application linéaire L: U Qg V — U Qg V telle que

Lu@v)=5u)@T(v)

pour tout u € U et tout ve V. Il

Le produit tensoriel des opérateurs défini par la proposition 9.4.1 posséde de nombreuses
propriétés (voir les exercices). On se contente ici de montrer

Proposition 9.4.2. Soient S1,Ss € Endg(U) et 11,15 € Endg (V). Alors on a
(Sl & Tl) O (SQ & TQ) == (51 (¢] SQ) & (Tl O TQ)

Preuve. Pour tout (u,v) € U x V, on trouve

(S1@T) o (S @) (uev) = (S T)((% e h)(uav))
= (51 ®@ T1)(S2(u) @ Ta(v))
= 51(Sy(w)) @ Ty (Tu(v))
= (51 0.85)(u) @ (Ty 0 To) (V)

En vertu de la proposition 9.4.1, cela signifie que (S;®71)0(S2®Ts) = (S1052)@(T10T). O
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Définition 9.4.3. Le produit de Kronecker d’une matrice A = (a;;) € Mat,x,, (/) par une
matrice B = (b;j) € Mat,«,(K) est la matrice

anbB  apB - a,B

. anB axB -+ ay,B
AxB=| 7 % o € Mt smn (K.

amlB amQB T CmeB

L’intérét de cette notion tient dans le résultat suivant :
Proposition 9.4.4. Soient S € Endg(U) et T € Endg(V), et soient
A={uy,....,u,} et B={vy,...,v,}
des bases respectives de U et de V. Alors
C={wy®Vvy,...,011 QV,; U @ Vy,...,Ug @ Vp...... Wy @V, .., Uy @V}
est une base de U @ V et on a

[S@T]e=[5]ax[T]s.

Preuve. La matrice [ S ® T']¢ se décompose naturellement en blocs

A A

U @Vy,...,u; vy, U, vy, ..., 0, VvV,
u; ® vy
Cn Cim

u; ®Vn
um®vl
u,, vy,

Pour k,1 € {1,...,n} fixés, le bloc Cy; est le morceau suivant

ul®v1,...,ul®vn

u Q vy
Cht

u; X vy
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L’élément (7, j) de Cy; est donc égal au coefficient de u, ®v; dans ’écriture de (S xT)(u;®v;)
comme conbinaison linéaire des éléments de la base C. Pour le calculer, écrivons

aix - Qim bii - bip

On trouve

SeT)(wev,)=Sw) @7T(v))
= (ayuy + -+ + Gpuy) @ (b1 vy + -+ + bpjvy)
-+ (aklbljuk V) +---+ aklbnjuk & Vn) + -
donc le coefficient (¢,7) de Cy est agb;j, égal a celui de ayB. Cela montre que Cy = a B

et par suite
[(S@T]e=AxB = [S]ax|[T]s.

Exercices.

9.4.1. Désignons par & = {e, e,} la base canonique de R? et par & = {€/, e, e}} celle de
R3. Soient S: R? — R2? et T: R?* — R3? les opérateurs linéaires pour lesquels

1 2 110
1 01

Calculer
(i) (S®T)(3ey @ ),
(ii) (S®T)(2e1 ®e; —e;®e)),
(iii) (S®T)(2(e1+e) ®e; — ey ®ef).

9.4.2. Soient U et V des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K, et soient
S:U — UetT:V — V des applications linéaires inversibles. Montrer que ’application
linéaire S®T: U@y V — U®g V est aussi inversible, et donner une formule liant S—!, 71
et (S®T) L

9.4.3. Soient S € Endg(U) et T € Endg(V), ou U et V désignent des espaces vectoriels
de dimension finie sur un corps K. Soit U; un sous-espace S-invariant de U et soit V4 un
sous-espace T-invariant de V. On considére U; ®gx Vi comme un sous-espace de U @x V
comme dans 'exercice 9.3.5. Sous ces hypothéses, montrer que U; @ V) est un sous-espace

S ® T-invariant de U @ V et que (S ® T)|U1®KV1 =S|, @T),, -
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9.44. Soient S € Endc(U) et T € End¢(V), ou U et V désignent des espaces vectoriels
de dimensions respectives m et n sur C. On choisit une base A de U et une base B de
V telles que les matrices [S |4 et [T]|s soient sous forme canonique de Jordan. Montrer
que, pour la base correspondante C de U ®c¢ V' donnée par la proposition 9.4.4, la matrice

[S®T ¢ est triangulaire supérieure. En calculant son déterminant, montrer que det(S®T) =
det(S)™ det(T)™.

9.4.5. Soient U et V des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K.

(i) Montrer que l'application

B : Endg(U) x Endg (V) — Endg(U @k V)
(S,T) — ST

est bilinéaire.

(ii) Verifier que 'image de B engendre Endg (U ®k V') en tant qu’espace vectoriel sur K.

(iii) Conclure que lapplication linéaire de Endg(U) ®x Endg (V) dans Endg (U @k V)
associée a B est un isomorphisme.

9.4.6. Soient U et V' des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K.
(i) Soient f € U* et g € V*. Montrer qu'il existe une forme linéaire f @ g: U @ V — K
unique telle que (f ® g)(u® v) = f(u)g(v) pour tout (u,v) € U x V.

(ii) Vérifier que 'application B: U*xV* — (U®RkV)* donnée par B(f, g) = f®g pour tout
(f,g) € U* x V* est bilinéaire et que son image engendre (U @k V)* en tant qu’espace
vectoriel sur K. Conclure que I'application linéaire de U*®x V* dans (U® g V')* associée
a B est un isomorphisme.

(iii) Soient S € Endg(U) et T' € Endg (V). Montrer que, si on identifie U*®@x V* & (UQxV)*
grace a I'isomorphisme établi en (ii), alors on a S* @ T* = (S® T)*.

9.5 Produits tensoriels multiples

Théoréme 9.5.1. Soient U,V,W des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K.
Il existe un et un seul isomorphisme L: (U @k V) @x W — U Qg (V @k W) tel que

L(u@v)dw)=u® (v w)

pour tout (u,v,w) € U xV x W.

Preuve. Soient {uy,...,w}, {vi,..., v} et {wy,..., w,} des bases respectives de U, V et
W. Alors

{(;@v))@wy; 1<i<,1<j<m1<k<n},
{u;® (v;owg); 1<i<1,1<j<m,1<k<n}
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sont des bases respectives de (U @k V) @k W et U @k (V @k W). 1l donc existe une et une
seule application linéaire L de (U @k V) @x W dans U @k (V @k W) telle que
L((w; @ vj) @ W) = u; ® (v; @ wy)
pour ¢ =1,...,0, 5 =1,....met k =1,... n. Par construction, L est un isomorphisme.
Enfin, pour des vecteurs quelconques
!

u—ZaluZGU V—ZbVJEV et w= chkaW

i=1 7j=1 k=1
on trouve
! m n
L(u®v)® L(((Zalul>®<25jvj>)®<ZCka>>
j=1 k=1
l m n
_ L(Zzza,b en( 0 v;) 0w
i=1 j=1 k
l m n
= Z Z a,ibjCk u; & (Vj (29 Wk:)
i=1 j=1 k=1
(e e ((DV]MZW))
i=1 k=1
=u®(vaw),
comme requis. O

L’isomorphisme (U ®@g V) @x W ~ U Qk (V @k W) donné par le théoréme 9.5.1 permet
d’identifier ces deux espaces, et de les désigner par U Q@i V @x W. On écrit alors u®@ v w
au lieu de (U@ v)@woude u® (vew).

En général, le théoréme 9.5.1 permet d’omettre les parenthéses dans un produit tensoriel
d’un nombre quelconque d’espaces vectoriels V7, ..., V, de dimension finie sur K. Ainsi, on
écrit

Vieg Va®k - @V, aulieude Vi @k (Va®k (- @k V2))
et
Vi®Ve®---®v, aulieude v;® (veX (- ®Wv,)).

On a alors

dimg (V) @ Vo @k -+ - @k V;) = dimg (V1) dimg (V3) - - - dimg (V).

Exercices.
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9.5.1. Soient V et W des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K. Montrer qu’il
existe un et un seul isomorphisme L: V @x W — W @k V tel que L(v ® w) = w ® v pour
tout v € V et tout w € W.

9.5.2. Soient r un entier positif et V;,..., V., W des espaces vectoriels sur K. On dit qu’une

fonction
o WVix-oxV,— W

est multilinéaire ou encore r-linéaire si elle est séparément linéaire en chacun de ses argu-
ments, c’est-a-dire si elle sastifait
ML1. (v, ..., Vi+ Vi ..., v.) =0V, .o, Vi oo, Vi) + (Vi o VE o vy)
ML2. o(vi,...,cVi ..., V) =cp(Vi, .o, Vi, oo, V)
quels que soient ¢ € {1,...,r},vieVi,...,v;,vieV, ..., v, eV et c€ K.
Montrer que la fonction

v VixVoxooxV, — ViQgVo®g - Qg Vi,
(Vi, Vo, ...y V) — ViI®Va® - RV,

est multilinéaire.

9.5.3. Soient Vi,...,V, et W comme dans |’exercice précédent. Le but de ce nouvel exercice
est de montrer que, pour toute application multilinéaire ¢: V; x --- x V. — W il existe une
et une seule application linéaire L: V] Qg - ®x V., — W telle que

Vi, .., V) = L(Vi®@Va® - ®V,)

pour tout (vq,...,v,) € V3 X -+ X V.

On procéde par récurrence sur r. Pour » = 2, cela découle de la définition du produit
tensoriel. Supposons r > 3 et le résultat vrai pour les application multilinéaires de Vo x- - - XV,
dans W.

(i) Montrer que, pour chaque choix de v; € Vi, il existe une et une seule application
linéaire Ly, : Vo Qg -+ Qg V, — W telle que

QO(V17V27"-’VT) = Lvl(v2 & .- ®V7‘)

pour tout (vg,...,v,) € Vo X -+ X V.
ii) Montrer que 'application
(ii) q pp

B: Vix(Vuo®k--@xV,) — W

(Vl’O‘) — LVl(a)

est bilinéaire.

(iii) En déduire qu’il existe une application linéaire L: V; @k (Vo ®k -+ @ V;) — W et
une seule telle que ¢(vy,...,v,) = L(vi ® (V2 ® -+ ® v,.)) pour tout (vi,...,v,) €
‘/1 X oo X V;"
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9.5.4. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. En utilisant le résultat
de 'exercice précédent, montrer qu’il existe une application linéaire L: V* Qg V Qg V — V
unique telle que L(f ® vi ® vo) = f(v1)ve pour tout choix de (f,v1,vy) € VXV x V.

9.5.5. Soient Vi, V5, V5 et W des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K, et
soit p : Vi x V45 x V3 — W une application trilinéaire. Montrer qu’il existe une et une seule
application bilinéaire B: Vi x (Vo @ V3) — W telle que B(vy,va ® v3) = (v, Vs, v3) pour
tout choix de v; € V; (j =1,2,3).



Chapitre 10

Espaces euclidiens

Aprés des rappels généraux sur les espaces euclidiens, on définit les notions d’opérateur
orthogonal et d’opérateur symétrique sur un tel espace, puis on démontre des théorémes
de structure pour ces opérateurs (théorémes spectraux). On conclut en montrant que tout
opérateur linéaire sur un espace euclidien de dimension finie est la composée d’un opérateur
symétrique défini positif suivi par un opérateur orthogonal. Cette écriture est appelée dé-
composition polaire d’'un opérateur. Par exemple dans R?, un opérateur symétrique défini
positif est un produit de dilatations suivant des axes orthogonaux tandis qu'un opérateur
orthogonal est simplement une rotation autour de l’origine ou encore une symétrie par rap-
port & une droite passant par I'origine. Donc tout opérateur linéaire sur R? est la composée
de dilatations suivant des axes orthogonaux suivies par une rotation ou une symétrie.

10.1 Rappels

Définition 10.1.1. Soit V' un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur V est une forme
bilinéaire

VxV — R

(,v) — (u,v)
qui est symétrique :

(u,v) = (v,u) quels que soient u,v € V
et définie positive :
(v,v) >0 pourtoutveV, avec (v,v)=0 <= v=0.

Définition 10.1.2. Un espace euclidien est un espace vectoriel réel V' muni d’'un produit
scalaire.

Ezxemple 10.1.3. Soit n un entier positif. On définit un produit scalaire sur R en posant

I n
Tn Yn

179
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Muni de ce produit scalaire, R" devient un espace euclidien. Quand on parle de R"™ en tant
qu’espace euclidien sans spécifier de produit scalaire, on sous-entend qu’il s’agit du produit
scalaire défini ci-dessus.

Exemple 10.1.4. Soit V D'espace vectoriel des fonctions continues f: R — R qui sont 27-
périodiques, c¢’est-a-dire qui satisfont f(z 4+ 27) = f(x) pour tout z € R. Alors V est un
espace euclidien pour le produit scalaire

2w

(f.o)= [ [fl@)g(z)da.
0
Ezemple 10.1.5. Soit n un entier positif. Alors Mat,,«,(R) est un espace euclidien pour le
produit scalaire (A, B) = trace(AB?).

Pour le reste de la section, on fixe un espace euclidien V' avec son produit scalaire ( , ).
On note d’abord :

Proposition 10.1.6. Tout sous-espace W de V' est un espace euclidien pour le produit
scalaire de V' restreint a W.

Preuve. En effet, le produit scalaire de V' fournit par restriction une application bilinéaire

WxwW — R

(Wi, W) —— (W, W)

et on vérifie sans peine que celle-ci constitue un produit scalaire au sens de la définition
10.1.1. ]

Quand on parle d’un sous-espace de V' comme d’un espace euclidien, c’est & ce produit
scalaire que 'on fait référence.

Définition 10.1.7. La norme d’un vecteur v € V est
vl = (v, v)!2

On dit qu'un vecteur v € V' est unitaire si ||v]] = 1.

On rappelle que la norme posséde les propriétés suivantes, dont les deux premiéres dé-
coulent immédiatement de la définition :
Proposition 10.1.8. Pour tout choiz de u,v € V et dec € R, on a
(i) ||v]| = 0 avec égalité si et seulement si v =0,
(i) Nlevll = le[|Iv],
(i11) |(u,v)| < ||lull[|[v] (inégalité de Cauchy-Schwarz),
() |la+v| <|lu|| +||v] (inégalité du triangle).
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Les relations (i), (ii) et (iv) montrent que ||.|| est bien une norme au sens propre du
terme. Ainsi la norme permet de mesurer la “longueur” des vecteurs de V. Elle permet aussi
de définir la “distance” d(u, v) entre deux vecteurs u et v de V' en posant

d(u,v) = flu—v]|.
Grace a I'inégalité du triangle, on vérifie bien que cela définit une métrique sur V.

L’inégalité (izi) dite de Cauchy-Schwarz permet de définir I'angle 6 € [0, 7] entre deux
vecteurs non nuls u et v de V' en posant

§ = arccos (M> . (10.1)

[[ul[{[vl]

En particulier, cet angle 6 vaut 7/2 si et seulement si (u,v) = 0. Pour cette raison, on dit
que des vecteurs u, v de V' sont perpendiculaires ou orthogonauz si (u,v) = 0.

Enfin, si v € V est non nul, il découle de (i) que le produit
v~y

est un vecteur unitaire paralléle a v (il fait avec v un angle de 0 radian en vertu de (10.1)).

Définition 10.1.9. Soient vq,...,v, € V.

1) On dit que {vy,...,v,} est un sous-ensemble orthogonal de V siv; #O0pouri=1,...,n
et si (v;,v;) = 0 pour toute paire d’entiers (i,7) avec 1 <i,j <mn et i# j.

2) On dit que {vy,...,V,} est une base orthogonale de V, si ¢’est a la fois une base de V' et
un sous-ensemble orthogonal de V.

3) On dit que {vy,...,Vv,} est une base orthonormée de V si ¢’est une base orthogonale de V'
formée de vecteurs unitaires, c¢’est-a-dire tels que || v = (v, vi)/?2 =1 pouri=1,... n.

La proposition suivante rappelle I'importance de ces notions.

Proposition 10.1.10.

(i) Tout sous-ensemble orthogonal de V' est linéairement indépendant.

it) Supposons que B = {vi,...,v,} soit une base orthogonale de V. Alors, pour tou
i) S B it b th le de V. Al tout
veV, ona
v v Ve
<V1)V1> <Vnavn>
ii1) Si B ={vy,...,v,} est une base orthonormée de V', alors, pour tout v eV, on a
i) Si B t b th ‘e de V', al tout \%
<V’V1>
]z = :

(V,Vn)
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Preuve. Supposons d’abord {vi,...,v,} soit un sous-ensemble orthogonal de V' et soit
v € (Vy,...,V,)r. On peut écrire

V=aVy+- - +a,Vy,

avec aq,...,a, € R. En prenant le produit scalaire des deux membres de cette égalité avec

Vv;, on trouve
n
(v, vy) < E ajvj,vl> = E a;j(vj,vi) = a;(v;, v;)
j=1

et par suite

L= Vi)
(Vi, Vi)
Si on choisit v = 0, cette formule donne a; = --- = a,, = 0. Donc ensemble {vq,...,v,}
est linéairement indépendant et par suite, ¢’est une base de (vy,...,v,)gr. Cela démontre a
la fois (i) et (i7). L’énoncé (7i7) découle immédiatement de (7). O

Le résultat suivant montre que, si V' est de dimension finie, il posséde une base orthogo-
nale. En particulier, cela vaut pour tout sous-espace de dimension finie de V.

Théoréme 10.1.11 (Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt).

Supposons que {w, ..., w,} soit une base de V. On définit récursivement :
Vi =Wy,
<W27 V1>
Vo = W3 — 1
<V17 V1>
<W37 V1> <W3, V2>
V3 = W3 — Vi — 25
(vi,v1) (v2, Vv
o <Wn7 V1> <Wn; Vn71>
V=W, — V] —+ — —————————V, .
(vi,v1) (Vi1, V1)
Alors, pour chaque i = 1,...,n, l'ensemble {vy,...,v;} est une base orthogonale du sous-
espace (W1, ..., Wi )r. En particulier, {v1,...,v,} est une base orthogonale de V.

Preuve. 1l suffit de montrer la premiére assertion. Pour cela, on procéde par récurrence sur
i. Pour i = 1, il est clair que {v;} est une base orthogonale de (wi)r car vi = wy; # 0.
Supposons que {vy,...,Vv;_1} soit une base orthogonale de (w1, ..., w;_1)g pour un entier i
avec 2 < ¢ < n. Par définition, on a

(Wi, vi) 1) (Wi, Vi_1)
V; = W; — eV, (10.2)

(V1, V1> <Vi—17 Vi—1>
et on note que les dénominateurs (v, V1>, (VZ 1, Vi_1) des coefficients de vq,...,v;_ 1 ne
sont pas nuls car chacun des vecteurs vy,...,v;_1 est non nul. On déduit de cette formule

que
<V1, e ;Viflavi>R = <V17 e ,Vi717W1‘>R = <W1, e ,Wifl,Wi>R.
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Ainsi, pour conclure que {vy,...,v;} est une base orthogonale de (wy,...,w;)g, il reste
seulement a montrer que ¢’est un ensemble orthogonal (en vertu de la proposition 10.1.10).
Pour cela, il suffit de montrer que (v;,v;) =0 pour j =1,...,i—1. Grace a (10.2), on trouve
en effet
i—1 (Wi, Vi)
(vi,v;) = (W, v;) — — v, Vi) =0
= ) =

pour j =1,...,i — 1. Cela compléte la démonstration. O

On termine cette section avec le rappel de la notion de complément orthogonal et de
deux résultats qui s’y rapportent.

Définition 10.1.12. Le complément orthogonal d’un sous-espace W de V est
W+ :={veV;(v,w)=0 pour tout wc W}

Proposition 10.1.13. Soit W un sous-espace de V. Alors W+ est un sous-espace de V qui
satisfait W N WL = {0}. De plus, si W = (w1,..., Wp)r, alors

Wt={veV;(v,w;))=0pouri=1,...,m}.

Preuve. On laisse en exercice le soin de montrer que W+ est un sous-espace de V. On
note que, si w € W N W+, alors, on a (w,w) = 0 et par suite w = 0. Cela montre que
W NW+ = {0}. Enfin, si W = (wy,...,w,,), on trouve

veWw!t — (Viaywy + -+ ayWy) =0 Yay,...,a, €R

= u(v,wi)+- - +an(v,w,)=0 Ya,...,a, €R
— (v,wy) == (v,w,,) =0,
d’ou la derniére assertion de la proposition. O

Théoréme 10.1.14. Soit W un sous-espace de V' de dimension finie. Alors, on a :
V=WaoW.
Preuve. Puisque, selon la proposition 10.1.13, on a W N W+ = {0}, il reste & monter que

V =W + W+, Soit {w1,..., W, } une base orthogonale de W (il en existe une car W est de
dimension finie). Etant donné v € V, on pose

vV, W V, Wy,
W = uwl_k..._,_uwm_ (10‘3)
<W17 Wl) <WM7Wm>
Pour ¢ =1,...,m, on trouve que

(v—w,w;) = (v,w;) — (w,w;) =0,
donc v — w € W+, et par suite
v=w+(v-w)eW+ W

Le choix de v € V étant arbitraire, cela montre que V = W + W+, comme annoncé. n
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Si W est un sous-espace de dimension finie de V', le théoréme 10.1.14 nous apprend que,
pour tout v € V, il existe un et un seul vecteur w € W tel que v.—w € W+,

On dit que ce vecteur w est la projection orthogonale de v sur W. Si {wy,..., w,,} est une
base orthogonale de W, alors cette projection w est donnée par (10.3).

Ezemple 10.1.15. Calculer la projection orthogonale de v = (0,1, 1,0)" sur le sous-espace W
de R* engendré par wy; = (1,1,0,0)! et wy = (1,1,1,1)%.

Solution: On applique d’abord l'algorithme de Gram-Schmidt a la base {wy, ws} de W. On
trouve

Vi = W1 = (1, 1,0,0)t
<W27V1>

2
= (1,1,1,1)' = =(1,1,0,0) = (0,0, 1, 1)%.
<V1,V1> Vi (7 ) a) 2(7 ) 7) (7 9 7)

Vo = W9 —

Donc {vy,vs} est une base orthogonale de W. La projection orthogonale de v sur W est

donc
<V7V1> vy + <V7V2> 1

1 1
1 Vo = —V1+—V2: —(1,171,1)t.
<V1, V1> <V2, V2> 2 2 2

Exercices.

10.1.1. Montrer que B = {(1,—1,3)!, (=2,1,1), (4,7,1)!} est une base orthogonale de R3
et calculer [(a, b, ¢)']5.

10.1.2. Déterminer a, b, c € R de telle sorte que I’ensemble
{(1,2,1,0)%, (1,-1,1,3)", (2,—1,0,-1)", (a,b,¢c,1)"}
devienne une base orthogonale de R*.

10.1.3. Soient U et V des espaces euclidiens munis de produits scalaires ( , Yy et {( , )y
respectivement. Montrer que la formule

<(u17vl>7 (027V2)> = (uy, ug)y + (v, vo)v

définit un produit scalaire sur U x V pour lequel (U x {0})* = {0} x V.
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10.1.4. Soit V' un espace euclidien de dimension 7 muni d’un produit scalaire ( , ).
(i) Veérifier que, pour chaque u € V, la fonction f,: V' — R donnée par

fu(v) = (u,v) pourtoutveV

appartient a V*. Vérifier ensuite que Iapplication ¢: V' — V* donnée par p(u) = f,
pour tout u € V' est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur R.

(ii) Soit B = {uy,...,u,} une base orthonormée de V. Montrer que la base de V* duale
aBest B*={f1,...,fu} ou fi:=p(w;) = fu, pouri=1,...,n.

10.1.5. Soit V' I'espace vectoriel des fonctions continues f: R — R qui sont 27-périodiques.

(i) Montrer que la formule

(f.9) = f(z)g(z)dw

0

définit un produit scalaire sur V.

(ii) Montrer que {1,sin(x),cos(x)} est un sous-ensemble ortogonal de V' pour ce produit
scalaire.

(iii) Soit f: R — R la fonction périodique en “dents de scie” donnée sur [0, 27] par

f(x):{x si0<z<m,

2r —x sim <z <27,

et étendue par périodicité a tout R. Calculer la projection de f sur le sous-espace W
de V engendré par {1,sin(z),cos(z)}.
10.1.6. Soit V' = Mat, ,(R).
(i) Montrer que la formule (A, B) = trace(AB") définit un produit scalaire sur V.

(i) Pour n = 3, déterminer une base orthonormée du sous-espace S = {A € V; A = A}
des matrices symétriques.

10.1.7. Sur I'espace vectoriel C[—1, 1] des fonctions continues de [—1, 1] dans R, on se donne
le produit scalaire

1
(r9) = | f@gla)do.
-1
Déterminer une base orthogonale du sous-espace V = (1, z, 2% ).

10.1.8. Soit W le sous-espace de R* engendré par (1,—1,0,1)" et (1,1,0,0)". Déterminer une
base de W+.

10.1.9. Soient W; et W5 des sous-espaces d'un espace euclidien V' de dimension finie. Montrer
que Wy C Wy si et seulement si W3- C Wit
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10.2 Opérateurs orthogonaux

Dans cette section, on fixe un espace euclidien V' de dimension finie n, et une base
orthonormée B = {uy,...,u,} de V. On note d’abord :

Lemme 10.2.1. Pour tout choixz de u,v € V, on a
t
(u,v) = ([u]s) [V]s-

Preuve. Soient u,v € V. Ecrivons

n n
u= g a;u; et v= E b,u;
i=1 i=1

avec ai, ..., 0y, b1,...,b, € R. On trouve
n n n
<11 V> <Zazul,2b V]> :ZZaibj<ui,Vj> :Z(Zlbz
i=1 j=1 i=1
car (u;,u;) = d;;. Sous forme matricielle, cette égalité se réécrit
by
(u,v) = (a1,...,a,) | : | =[ulk[v]s.
bn

Grace a ce lemme, nous pouvons maintenant montrer :

Proposition 10.2.2. Soit T': V — V un opérateur linéaire. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) |T(u)|| =1 pour tout u € V' avec ||u|| =1,
(i) |T(V)|| = ||v|| pour tout v eV,
(1ii) (T'(u),T(v)) = (u,v) pour tout choiz de u,v € V,
(iv) {T(wy),...,T(u,)} est une base orthonormée de V,
(v) [T]5[T ]s—fv,
]

(vi) [T]p est inversible et [T]5" = [T]%.

Preuve. (i) = (i1) : Supposons d’abord que 7'(u) soit unitaire pour tout vecteur unitaire
u de V. Soit v un vecteur quelconque de V. Si v # 0, alors u := ||v||~!v est unitaire, donc
T(u) = ||v||7'T(v) est unitaire et par suite || 7(v)|| = ||v||. Si v =0, on a T(v) = 0 et alors
I'égalité [|T'(v)|| = ||v|| est encore vérifiée.



10.2. OPERATEURS ORTHOGONAUX 187

(1) = (i4i) : Supposons que ||T'(v)| = ||v|| pour tout v € V. Soient u,v des vecteurs
quelconques de V. On trouve

lu+v[* = (u+v,u+v)
= (u,u) + 2(u,v) + (v, v) (10.4)
lall* + 2(u, v) + [Jv]|*.

En appliquant cette formule a T'(u) + T'(v), on obtient
1T (w) + T(V)II* = IT(@)[I* + 2T (w), T(v)) + [T (v)[I* (10.5)

Comme || T(w) +T(v)|| = [T(u+v)|| = [[u+v], et que [[T(w)]| = [lul| et [T(v)]| = [[v]], la
comparaison de (10.4) et de (10.5) livre (T'(u),T'(v)) = (u, V).

(131) => (iv) : Supposons que (T'(u),T(v)) = (u, v) pour tout choix de u,v € V. Comme
{uy,...,u,} est une base orthonormée de V', on en déduit que

(T(w), T(uy)) = (w,u;) =65 (1 <i,j <n).

Donc {T'(uy),...,T(u,)} est un sous-ensemble orthogonal de V' formé de vecteurs unitaires.
D’aprés la proposition 10.1.10 (i), cet ensemble est linéairement indépendant. Comme il
consiste de n vecteurs et que V' est de dimension n, c’est une base de V', donc une base
orthonormée de V.

(tv) = (v) : Supposons que {T'(u),...,T(u,)} soit une base orthonormée de V. Soient
i,7 € {1,...,n}. Grace au lemme 10.2.1, on obtient

0ij = (T(u;), T(v;)) = [T (w;)]5 [T (w;)]5.

Or [T'(uw;)] est la ligne @ de la matrice [Tk, et [T'(u;)]s est la colonne j de [T']|z. Donc
[T(w;)]% [T (u;)]s = d;; est élément de la ligne i et de la colonne j de [T'] [T ]s. Le choix
de i,j € {1,...,n} étant arbitraire, cela signifie que [T']% [T |z = I.

(v) = (vi) : Supposons que [T']i [T ]g = I. Alors [T |5 est inversible d’inverse [T ].

(vi) = (i) : Enfin, supposons que [T']5 soit inversible et que [T]z" = [T]%. Si u est un
vecteur unitaire quelconque de V', on trouve, grace au lemme 10.2.1,
IT(W)[* = (T(u),T(a)) = [T(0)]; [T ()]s
= ([T]sluls)" ([T]s[u]s) = [z [T15 [T ]s[u]s = [u); [uls = (u,u) = |ul* = 1.
Donc T'(u) est aussi un vecteur unitaire.

]

Définition 10.2.3.
e Un opérateur linéaire T': V' — V qui remplit les conditions équivalentes de la proposi-
tion 10.2.2 est appelé un opérateur orthogonal ou encore opérateur unitaire réel.



188 CHAPITRE 10. ESPACES EUCLIDIENS

e Une matrice inversible A € Mat,»,(R) telle que A~™' = A’ est appelée une matrice
orthogonale.

La condition (i) de la proposition 10.2.2 demande que T" applique I’ensemble des vecteurs
unitaires de V' sur lui-méme. Cela explique la terminologie d’opérateur unitaire.

La condition (iii) de la proposition 10.2.2 signifie que T préserve le produit scalaire. En
particulier, cela requiert que 1" applique tout couple de vecteurs orthogonaux u,v de V sur
un autre couple de vecteurs orthogonaux. Pour cette raison, on dit qu'un tel opérateur est
orthogonal.

Enfin la condition (vi) signifie :

Corollaire 10.2.4. Un opérateur linéaire T': V. — V est orthogonal si et seulement si sa
matrice relative a une base orthonormée de V' est une matrice orthogonale.

Ezemple 10.2.5. Les opérateurs linéaires suivants sont orthogonaux :

e une rotation autour de l'origine dans R,

e la symétrie par rapport a une droite passant par origine dans R?

e une rotation autour d’une droite passant par I’'origine dans R3,

e la symétrie par rapport a un plan passant par Porigine dans R3.

Définition 10.2.6. On désigne par O(V') 'ensemble des opérateurs orthogonaux de V' et par
O,(R) I'ensemble des matrices orthogonales n x n.

On laisse en exercice le soin de vérifier que O(V) est un sous-groupe de GL(V) =
Endg(V)*, que O, (R) est un sous-groupe de GL,(R) = Mat,«,(R)*, et que ces deux groupes
sont isomorphes.

Ezemple 10.2.7. Soit T: R?® — R3 l'opérateur linéaire dont la matrice relative a la base
canonique &€ de R? est

Montrer que 7" est un opérateur orthogonal.

Solution: Comme & est une base orthonormée de R? il suffit de montrer que [T ¢ est une
matrice orthogonale. On trouve
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Exercices.

10.2.1. Soit T: V' — V un opérateur orthogonal. Montrer que T préserve les angles, c’est-
a-dire que si u et v sont des vecteurs non nuls de V', angle entre T'(u) et 7'(v) est égal a
celui entre u et v.

10.2.2. Soit T': V' — V un opérateur linéaire inversible. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) (T'(u), T(v)) = 0 pour tout choix de u,v € V vérifiant (u,v) = 0.

(ii) 7' = ¢S pour un opérateur unitaire S: V' — V et un nombre réel c # 0.
Note. On ne peut donc pas définir un opérateur orthogonal comme un opérateur linéaire qui
conserve l'orthogonalité. En ce sens, la terminologie d’opérateur unitaire est plus appropriée.

10.2.3. Soit £ une base orthonormée de V' et soit B une base quelconque de V. Montrer que
la matrice de changement de coordonnées P = [I |5 est orthogonale si et seulement si B est
aussi une base orthonormée.

10.2.4. Soit T: V' — V un opérateur orthogonal. Supposons que W soit un sous-espace
T-invariant de V. Montrer que W+ est aussi T-invariant.

10.2.5. Soit T': V' — V un opérateur orthogonal. Montrer que det(7") = +1.

10.2.6. Soit V un espace euclidien de dimension n. Montrer que O(V') est un sous-groupe de
GL(V) = Endk (V)*, que O,(R) est un sous-groupe de GL,(R) = Mat,»,(R)*, et définir un
isomorphisme p: O(V) — O,(R).

10.2.7. Soit A € Mat,,«,,(R) une matrice orthogonale. Montrer que les colonnes de A forment
une base orthonormée de R".

10.2.8. Soient V' et W des espaces euclidiens quelconques. Supposons qu’il existe une fonction
T:V — W telle que T(0) = 0 et | T(v1) =T (v2)|| = ||vi— V2| pour tout choix de vy, vy € V.
(i) Montrer que (T'(v1),T(v2)) = (v, Va) pour tout choix de vy, vy € V.
(ii) En déduire que ||c;T(vy) + T (vo)|| = |lc1vi + caval|| quels que soient vi, vy € V et
c1, 00 € R.
(iii) Conclure que, pour tout choix de v.e Vet de c € R, on a ||[T(cv) —cT(v)|| = 0, donc
T(cv)=cT(v).
(iv) Par un raisonnement semblable, montrer que, quels que soient les vecteurs vy, vy € V|
on a ||T'(vy 4+ vy) —T(vy) — T(va)]|=0, donc T'(vy + vo) = T(vy) + T'(v3).
(v) Conclure que T est une application linéaire. En particulier, montrer que si V =W est
de dimension finie, alors 1" est un opérateur orthogonal au sens de la définition 10.2.3.
Une fonction 7': V' — W qui satisfait les conditions énoncées en début d’exercice s’appelle
une isomeétrie.
Indice. Pour (i), utiliser la formule (10.4) avec u = T'(vy) et v = —T'(vy) puis avec u = v,
et v = —vy. Pour (i), utiliser cette méme formule avec u = ¢;T(vy) et v = 2T (v3) puis
avec U = c1vy et v = cyvo.
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10.3 Opérateur adjoint

Les notations étant les mémes que dans la section précédente, on montre d’abord :

Théoréme 10.3.1. Soit B: V x V — R une forme bilinéaire sur V. Il existe un et un seul
couple d’opérateurs linéaires S etT" sur V' tels que

B(u,v) = (T'(u),v) = (u,S(v)) (10.6)

quels que soient u,v € V. De plus, soit £ une base orthonormée de V et soit M la matrice
de B relative a la base £. Alors on a

[Sle=M et [T]e=M" (10.7)
Preuve. 1° Existence. Soient S et T les opérateurs linéaires sur V' déterminés par les
conditions (10.7), et soient u, v € V. Puisque M est la matrice de B dans la base £, on a
B(u,v) = [u]t M[v]¢.
Comme [T'(u)]e = M*[u]¢ et que [S(v)]e = M[V]e, le lemme 10.2.1 livre

(T(u),v) = (M" [ule) [v]e = [u]t M[v]e = B(u, V)

comme requis.

2° Unicité. Supposons que S’,T” soient des opérateurs linéaires quelconques sur V tels

que
B(u,v) = (T"(u),v) = (u,5(v))

pour tout choix de u,v € V. Par soustraction de ces égalités avec (10.6), on obtient
0= (T"(u) = T(u),v) = (u,5(v) = 5(v))
quels que soient u, v € V. On en déduit que, pour tout u € V, on a
T'(u) — T(u) € V*+ = {0},
donc T"(u) = T'(u) et par suite 7" = T'. De méme, on trouve que S’ = S. O

Corollaire 10.3.2. Pour tout opérateur linéaire T sur V', il existe un et seul opérateur
linéaire sur 'V noté T™, tel que

(T(w),v) = (u, T*(v))

quels que soient u,v € V. Si € est une base orthonormée de V', on a [T*|¢ = [T]%.

Preuve. La fonction B: V xV — R donnée par B(u,v) = (T'(u), v) pour tout (u,v) € VxV
est bilinéaire (exercice). Pour conclure, il suffit d’appliquer le théoréme 10.3.1 & cette forme
bilinéaire. O]
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Définition 10.3.3. Soit T un opérateur linéaire sur V. L’opérateur 7*: V — T défini par
le corollaire 10.3.2 s’appelle 'adjoint de T. On dit que T est un opérateur symétrique ou
auto-adjoint si T™ =T

En vertu du corollaire 10.3.2, on obtient aussitot :
Proposition 10.3.4. Soit T: V — V' un opérateur linéaire. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) T est symétrique,
(ii) (T'(a),v) = (u,T(v)) quels que soient u,v € V,
(i11) il existe une base orthonormée € de V telle que [T | soit une matrice symétrique,

() [T]e est une matrice symétrique pour toute base orthonormée € de V.

Les propriétés suivantes sont laissées en exercice.

Proposition 10.3.5. Soient S et T des opérateurs linéaires sur V', et soit c € R. On a :
(1) (cT) =cT™,

(i) (S+T) =5"+1T*,

(1ii) (SoT)" =T*oS*,

(iv) (T*)*=T.
(v) De plus, si T est inversible, alors T* 'est aussi et (T*)™t = (T—1)*.

Les propriétés (i) et (ii) signifient que Papplication

Endg(V) — Endg(V)
T — T

est linéaire. Les propriétés (i7) et (#i7) s’expriment en disant que ¢’est un anti-homomorphisme
d’anneauz. Plus précisément, a cause de (iv), on dit que c¢’est une anti-involution.

Ezemple 10.3.6. Toute matrice symétrique A € Mat,,,(R) définit un opérateur symétrique

de R"”
T,: R — R"
X — AX "

On peut le vérifier directement a partir de la définition en notant que, pour tout choix de
X, Y € R", on a
(TA(X),Y)=(AX)'Y = X"A'Y = X" AY = (X, TA(Y)).

Cela découle aussi de proposition 10.3.4. En effet, comme la base canonique £ de R" est
orthonormée et que [Ta]e = A est une matrice symétrique, Vopérateur linéaire T4 est
symétrique.
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Ezxemple 10.3.7. Soit W un sous-espace de V', et soit P: V — V la projection orthogonale
sur W (c’est a dire I'application linéaire qui envoie v € V' sur sa projection orthogonale sur
W). Alors P est un opérateur symétrique.

En effet, le théoréme 10.1.14 montre que V = W @ W+. L’application P est simplement
la projection sur le premier facteur de cette somme suivie de I'inclusion de W dans V. Soient
u, v des vecteurs quelconques de V. On trouve

(P(u),v) =(P(u), (v—P(v)) + P(v)) = (P(u), v— P(v)) + (P(u), P(v)).
Comme P(u) € W et que v — P(v) € Wt on a (P(u),v — P(v)) = 0 et la derniére égalité
se réécrit,

(P(u),v) = (P(u), P(v)).
Un calcul tout a fait semblable donne

(u, P(v)) = (P(u), P(v)).

Dong, on a (u, P(v)) = (P(u), V), ce qui montre que P est symétrique.

Exercices.

10.3.1. Démontrer la proposition 10.3.5.

10.3.2. Soit T: V — V un opérateur linéaire. Montrer que ker(7*) = (Im(7))* et que
Im(T*) = (ker(T))*.

10.3.3. Soit T': V' — V un opérateur linéaire. Montrer que 7" est un opérateur orthogonal si
et seulement si 7" o T = 1.

10.3.4. On sait que V' = Mat,,»,,(R) est un espace euclidien pour le produit scalaire (A, B) =
trace(AB?") (voir lexercice 10.1.6). On fixe C' € V et on considére Popérateur linéaire T': V' —
V donné par T(A) = C'A pour tout A € V. Montrer que 'adjoint T de T est donné par
T*(A) = C* A pour tout A€ V.

Indice. Utiliser le fait que trace(AB) = trace(BA) quels que soient A, B € V.

10.4 Théorémes spectraux

On fixe encore un espace euclidien V' de dimension finie n > 1. On montre d’abord :

Lemme 10.4.1. Soit T: V — V' un opérateur linéaire sur V. Il existe un sous-espace T'-
wwvariant de V' de dimension 1 ou 2.



10.4. THEOREMES SPECTRAUX 193

Preuve. On considére V' comme un R[z]-module pour le produit p(z)v = p(T")(v). Soit v un
élément non nul de V. D’apreés la proposition 7.1.7, 'annulateur de v est engendré par un
polynome unitaire p(x) € R[z] de degré > 1. Ecrivons p(z) = ¢(z)a(x) ot ¢(z) est un facteur
irréductible unitaire de p(x), et posons w = a(z)v. Alors 'annulateur de w est l'idéal de
R[x] engendré par ¢(z). En vertu de la proposition 7.1.7, le sous-module W := R[z|w est
un sous-espace T-invariant de V' de dimension égale au degré de ¢(x). Or le théoréme 5.6.5
montre que tous les polynomes irréductibles de R[z] sont de degré 1 ou 2. Donc W est de
dimension 1 ou 2. ]

Ce lemme suggere la définition suivante :

Définition 10.4.2. Soit T: V' — V un opérateur linéaire sur V. On dit qu'un sous-espace
T-invariant W de V est minimal ou irréductible si W # {0} et si les seuls sous-espaces
T-invariants de V' contenus dans W sont {0} et W.

Il découle de cette définition et du lemme 10.4.1 que tout sous-espace T-invariant non
nul de V' contient un sous-espace T-invariant minimal W, et qu’un tel sous-espace W est de
dimension 1 ou 2.

Pour un opérateur orthogonal ou symétrique, on a en plus :
Lemme 10.4.3. Soit T': V — V un opérateur linéaire orthogonal ou symétrique, et soit W

un sous-espace T-invariant de V. Alors W+ est aussi T-invariant.

Preuve. Supposons d’abord que T soit orthogonal. Alors T’W: W — W est un opérateur
orthogonal sur W (il préserve la norme des éléments de W). Par suite, T'|  est inversible et
en particulier surjectif. Donc on a T (W) = W.

Soit v € W+. Pour tout w € W, on trouve que
<T(V)’T(W)> = <V7W> =0,
donc T'(v) € (T(W))t = W, Cela montre que W+ est T-invariant.
Supposons maintenant que 7" soit symétrique. Soit v € W+. Pour tout w € W, on trouve
<T(V)7W> = <V7T(W)> =0,
car T(w) € W. Par suite, on a T(v) € W+. Le choix de v € W+ étant arbitraire, cela
montre que W+ est T-invariant. Il
Le lemme 10.4.3 implique aussitot.

Proposition 10.4.4. Soit T': V — V un opérateur linéaire orthogonal ou symétrique. Alors
V' est une somme directe de sous-espaces T-invariants minimauz

V=W & oW,

qui sont orthogonaux deux a deux, c’est-a-dire tels que W; C I/VjL pour toute paire d’entiers
distincts 1 et j avec 1 <i,5 < s.
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Pour compléter notre analyse des opérateurs linéaires 7": V' — V' qui sont orthogonaux
ou symétriques, on est ainsi ramené a étudier la restriction de 7" & un sous-espace T-invariant
minimal. Grace au lemme 10.4.1, on sait qu’un tel sous-espace est de dimension 1 ou 2. On
commence avec le cas d'un opérateur orthogonal.

Proposition 10.4.5. Soit T': V. — V un opérateur orthogonal, soit W un sous-espace T'-
invariant minimal de V', et soit B une base orthonormée de W. Alors ou bien on a

pour un choix de signe =, ou bien on a

dnsl1) =2 et (7], s = (0 n0)

pour un nombre réel 6.

Preuve. D’aprés le lemme 10.4.1, le sous-espace W est de dimension 1 ou 2. De plus la
restriction 7'+ W — W de T' a W est opérateur orthogonal car T|W préserve la norme
(voir la définition 10.2.3). Donc [T|W]B est une matrice orthogonale, en vertu du corollaire
10.2.4.

1° Si dimg(W) = 1, alors [T| |s = (a) avec a € R. Puisque [T'| |5 est une matrice
orthogonale, on doit avoir (a)!(a) = 1, donc a® = 1 et par suite a = +1.

2° Si dimg(W) = 2, alors les colonnes de [T'| ]z forment une base orthonormée de R?
(voir I'exercice 10.2.7), et par suite cette matrice s’écrit

7 o= (S o)

avec # € R et e = £1. On en déduit que

| x—cos(d)  esin(0) 2
carT|W(ac) = | _sin®) z—eccos(0) | = x®— (14 €)cos(0)x +e.
Si e = —1, ce polyndome devient cary,| () =2>—1=(x—1)(z+1). Alors 1 et —1 sont des
w

valeurs propres de T|W, et, pour chacune de ces valeurs propres I'opérateur T|W: W —- W
posséde un vecteur propre. Mais si w € W est un vecteur propre de T|W alors Rw est
un sous-espace 7-invariant de V' de dimension 1 contenu dans W, en contradiction avec
I’hypothése que W est un sous-espace T-invariant minimal. Donc, on doit avoir € = 1 et la
preuve est compléte. Il

Dans le cas d’un opérateur symétrique, la situation est encore plus simple.

Proposition 10.4.6. Soit T: V. — V un opérateur symétrique, et soit W un sous-espace
T-invariant minimal de V. Alors W est de dimension 1.
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Preuve. On sait que W est de dimension 1 ou 2. Supposons qu’il soit de dimension 2, et
désignons par B une base orthonormée de W. La restriction T|W: W — W est un opérateur
symétrique sur W car pour tout choix de wi,wy € W, on a

(T}, (W1),wa) = (T(w1), wa) = (w1, T(w)) = (w1, T (W2)).

Par suite, suivant la proposition 10.3.4, la matrice [T‘W |5 est symétrique. Elle s’écrit donc

[T|W]B:(Z i)

=12 — (a+ )z + (ac — b?).

avec a, b, c € R. On trouve ainsi

carry () =

Le discriminant de ce polyndme est
(a+c)* —4(ac — b*) = (a — ¢)* + 4b*> > 0.

Donc CarT‘W(x) possede au moins une racine réelle. Cette derniere étant une valeur propre
de T [ il lui correspond un vecteur propre w. Alors Rw est un sous-espace T-invariant
de V contenu dans W, en contradiction avec I’hypothése de minimalité de W. Ainsi W est
nécessairement de dimension 1. O]

En combinant les trois derniéres propositions, on obtient une description des opérateurs
orthogonaux ou symétriques sur V.

Théoréme 10.4.7. Soit T: V — V un opérateur linéaire.

(i) SiT est orthogonal, il existe une base orthonormée B de V telle que [T |5 soit diagonale
par blocs avec des blocs de la forme

w0 e (5 ) 109

(avec 0 € R) sur la diagonale.

(1i) Si T est symétrique, il existe une base orthonormée B de V telle que [T |p soit une
matrice diagonale.

Le résultat (ii) s’exprime encore en disant qu’un opérateur symétrique est diagonalisable
dans une base orthonormée.

Preuve. Selon la proposition 10.4.4, ’espace V' se décompose en somme directe

V=W®---&W,
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de sous-espaces T-invariants minimaux W7y, ..., W qui sont orthogonaux deux a deux. Choi-
sissons une base orthonormée B; de W; pour chaque ¢ = 1,...,s. Alors

B=5B1I---1I B,
est une base orthonormée de V telle que
[T|W1 ]Bl O
[T]s = 0 '
[Ty, I

Si T est un opérateur orthogonal, la proposition 10.4.5 montre que chacun des blocs [T|W_ |5

sur la diagonale est de la forme (10.8). D’autre part, si T est symétrique, la proposition 10.4.6
montre que chaque W; est de dimension 1. Donc, dans ce cas, [T|W}B est diagonale. Il

Corollaire 10.4.8. Soit A € Mat, «,(R) une matrice symétrique. Il existe une matrice
orthogonale P € O, (R) telle que P"*AP = P' AP soit diagonale.

En particulier, ce corollaire nous apprend que toute matrice symétrique réelle est diago-
nalisable sur R.

Preuve. Soit £ la base canonique de R"™ et soit T4: R" — R" 'opérateur linéaire associé a
A, de matrice [T4]s = A. Comme A est symétrique et que & est une base orthonormée de
R™, 'opérateur T4 est symétrique (proposition 10.3.4). En vertu du théoréme 10.4.7, il existe
donc une base orthonormée de B de R” telle que [ T4 |5 soit diagonale. En posant P = [I]5,
on obtient

[Talg =P ' [TyleP =P AP

(voir la section 2.6). Enfin, comme B et £ sont deux bases orthonormées de R", I'exercice
10.2.3 nous apprend que P est une matrice orthogonale, c’est-a-dire inversible avec P! =
Pt O

Ezemple 10.4.9. Soit € la base canonique de R? et soit 7': R? — R3 opérateur linéaire dont
la matrice en base £ est

[T]e =

o = O

01
0 0
10
t

On vérifie sans peine que [T]%[T]e = I. Comme & est une base orthonormée de R3, cela
signifie que 1" est un opérateur orthogonal. On trouve

rx 0 =1
carp(z)=| -1 = 0 |=2°—1=(x—1)(2a*+2+1),
0 -1 =«
donc 1 est la seule valeur propre réelle de T'. Comme
-1 0 1 1 0 -1

T]le—I=| 1 -1 0 |~|01 -1
0 1 -1 00 0
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est de rang 2, on trouve que I’espace propre de 1" pour la valeur propre 1 est de dimension
1 engendré par le vecteur unitaire

1
u = —

V3 \u

Alors W, = (u;)g est un sous-espace T-invariant de R?® et par suite on obtient la décompo-
sition

R? =W, @ Wi
ou
X
Wf:{ Y ;x+y+z:0}
z

est aussi un sous-espace T-invariant de R3. On trouve que

est une base orthonormée de Wit. Le calcul donne

1 (Y 1 V3 1_2\/31

T(u2) = — 1 = —=U9 + —'l,'l.37 T(U3) e — 1 = ——1Uuy — —U.3.

NCA 2 2 V6 \ 2 2

On a aussi T'(u;) = uy puisque u; est un vecteur propre de 7" pour la valeur propre 1. On
conclut que B = {uy, uy, uz} est une base orthonormée de R? telle que

1 0 0 1 0 0
(Tls=| 0 —-1/2 —/3/2 | = 0 cos(27/3) —sin(27/3)
0 V3/2 —1/2 0 sin(27/3) cos(27/3)

On lit sur cette matrice que 7' fixe chacun des vecteurs de la droite W, tandis qu’il effectue
une rotation d’angle 27 /3 dans le plan Wi-. Donc T est une rotation d’angle 27/3 autour de
la droite Wj.

Note. Cette derniére description de T ne la détermine pas entiérement car 7! est aussi une
rotation d’angle 27 /3 autour de Wi. Pour distinguer 7' de 7!, il faudrait encore préciser le
sens de cette rotation.

Exercices.
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10.4.1. Soit R: R* — R* I’application linéaire dont la matrice relative a la base canonique
€ de R* est

1 1 1 1

111 -1 1 1
(Rle=5 |1 1 1 1
1 1 1 -1

(i) Montrer que R est un opérateur orthogonal.

(ii) Déterminer une base orthonormée B de R*® dans laquelle la matrice de R est diagonale
par blocs avec des blocs de taille 1 ou 2 sur la diagonale, et donner [ R]z.

1
10.4.2. Soit A = 3 2 -1 2

(i) Montrer que A est une matrice orthogonale.

(i) Déterminer une matrice orthogonale U pour laquelle le produit U* AU est diagonal par
blocs avec des blocs de taille 1 ou 2 sur la diagonale, et donner ce produit.

10.4.3. Pour chacune des matrices A suivantes, déterminer une matrice orthogonale U telle
que U' AU soit une matrice diagonale et donner cette matrice diagonale.

0o 2 -1

(i)A:G f) (ii)A:G D (iff) A — 23

10.4.4. Soit T un opérateur symétrique sur un espace euclidien V de dimension n. Sup-
posons que T admette n valeurs propres distinctes A1, ..., A, et que vy,...,Vv, soient des
vecteurs propres respectifs pour ces valeurs propres. Montrer que {vy,...,v,} est une base
orthogonale de V.

10.4.5. Soit T' un opérateur symétrique sur un espace euclidien V' de dimension finie. Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Toutes les valeurs propres de 1" sont positives.

(ii) On a (T'(v),v) > 0 pour tout v € V avec v # 0.

10.4.6. Soit V' un espace euclidien de dimension finie, et soient S et T" des opérateurs symé-
triques sur V' qui commutent entre eux (i.e. SoT =T o S). Montrer que chacun des espaces
propres de T est S-invariant. Déduire de cette observation qu’il existe une base orthogo-
nale B de V telle que [S|p et [T |5 soient toutes deux diagonales. (On dit que S et 7" sont
simultanément diagonalisables.)



10.5. DECOMPOSITION POLAIRE 199

10.5 Décomposition polaire

Soit V' un espace euclidien de dimension finie.

Définition 10.5.1. On dit qu’un opérateur symétrique S: V' — V est défini positif sila forme
bilinéaire symétrique

VxV — R

(w,v) — (S(u),v) = (u,5(v))

qui lui est associée est définie positive, c¢’est-a-dire satisfait

(10.9)

(S(v),v) >0 pourtout veV\ {0}

En vertu de la définition 10.1.1, cela revient & demander que (10.9) constitue un produit
scalaire sur V.

Ezxemple 10.5.2. Soit T': V' — V un opérateur inversible quelconque. Alors T*oT:V — V
est un opérateur symétrique défini positif.

En effet, les propriétés de ’adjointe données par la proposition 10.3.5 montrent que

donc T*oT est un opérateur symétrique. Par ailleurs, pour tout v € V\ {0}, on a T'(v) # 0,
donc
(T"oT)(v),v) =(T"(T(v)),v) =(T(v), T(v)) > 0.

Cela signifie que 7™ o T" est aussi défini positif.

Proposition 10.5.3. Soit S: V — V un opérateur linéaire. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) S est un opérateur symétrique défini positif;

(i1) Il existe une base orthonormée B de V telle que [ S |p soit une matrice diagonale avec
des mombres positifs sur la diagonale.

Preuve. (i) = (ii) : Supposons d’abord que S soit symétrique défini positif. Puisque S
est symétrique, le théoréme 10.4.7 nous apprend qu’il existe une base orthonormée B =
{uy,...,u,} de V telle que [ S|z s’écrive

o1 0
[S]s = (10.10)
0
On
avec o1, ...,0, € R. Alors, pour j =1,...,n, on a S(u;) = oju; et par suite
(S(w)), ;) = 05(u;, ;) = o5]|u;]|* = 0.
Comme S est défini positif, on conclut que les éléments oy, . .., 0, de la diagonale de [ S|z

sont positifs.



200 CHAPITRE 10. ESPACES EUCLIDIENS

(i1) == (i) : Réciproquement, supposons que [ S |g s’écrive sous la forme (10.10) pour
une base orthonormée B = {uy,...,u,} et des nombres réels positifs oy, ...,0,. Comme
[ S5 est symétrique, la proposition 10.3.4 montre que S est un opérateur symétrique. De
plus, si v est un vecteur non nul de V, il s’écrit v = aju; + - - - + a,u, avec a,...,a, € R
non tous nuls, et on trouve

<S(V),V> = <ZCL]'S(U.]'), Zajuj> = <Zajajuj, Zajuj> = ZCL?O’j > 0,
j=1 j=1 j=1 j=1

j=1

donc S est défini positif. n

Signification géométrique dans R>

Soit S: R? — R? un opérateur symétrique sur R?, et soit B = {u;, us} une base ortho-
normée de R? telle que

s (52)-(52)(2 2)

avec g1 > 0 et g9 > 0. Alors S peut étre vue comme la composée de deux “dilations” selon
des axes orthogonaux I'une par un facteur o7 dans la direction de u; et 'autre par un facteur
oy dans la direction de uy. L’effet global est que S applique le cercle de rayon 1 centré a
Iorigine sur une ellipse de demi-axes o1u; et oous.

S A
—

02Uy

U

Y
Y

K 4
o1uy

Proposition 10.5.4. Soit S: V — V un opérateur symétrique défini positif. Il existe un et
un seul opérateur symétrique défini positif P: V — V tel que S = P?.

En d’autres termes, un opérateur symétrique défini positif admet une et une seule racine
carrée du méme type.

Preuve. D’aprés la proposition 10.5.3, il existe une base orthonormée B = {uy,...,u,} de
V telle que

01 . O

[S]s= 0

On
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avec gi,...,0, > 0. Soit P: V — V 'opérateur linéaire pour lequel

Vo 0

[P]B = O
Vn

Comme [S]5 = ([P]s)? = [P?]s, on a S = P?. Comme en plus [ P ]z est diagonale avec des

nombres positifs sur sa diagonale, la proposition 10.5.3 nous apprend que c’est un opérateur

symétrique défini positif. Pour I'unicité de P, voir 'exercice 10.5.1. O]

On conclut ce chapitre avec le résultat suivant qui fournit une décomposition des opé-
rateurs linéaires inversibles 7: V' — V semblable a la décomposition polaire d’'un nombre
complexe z # 0 sous la forme z = ru o 7 est un nombre réel positif et « un nombre complexe
de norme 1 (voir P'exercice 10.5.3).

Théoréme 10.5.5. Soit T: V — V un opérateur inversible. Il existe un et un seul opérateur
symétrique défini positif P:'V — V et un et un seul opérateur orthogonal U:V — V tels
que T'=U o P.

Preuve. L’exemple 10.5.2 nous apprend que T*oT: V — V est un opérateur symétrique
défini positif. Selon la proposition 10.5.4, il existe un opérateur symétrique P: V' — V défini
positif tel que

T*oT = P%

Comme P est défini positif, c’est un opérateur inversible. On pose
U=ToP

Alors, on a
Ur=(P Y oT =(P)loT =P loT"

et par suite
U*OU:PAO(T*OT)oP*l:PfloPQOpflzj_

Cela montre que U est un opérateur orthogonal (voir I'exercice 10.3.3). Ainsiona T’ = Uo P
comme requis. Pour 1'unicité de P et U, voir 'exercice 10.5.2. O

Ezemple 10.5.6. Soit T': R? — R? l'opérateur linéaire donné par

! (g) - <2§ i gy) |

Sa matrice relative a la base canonique £ de R? est

me=(5 %)

Le calcul donne
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puis que le polynome caractéristique de 7% o T est z? — 10z + 16 = (x — 2)(x — 8). Donc
les valeurs propres de cet opérateur sont 2 et 8. On trouve que (1,—1)" et (1,1)" sont des
vecteurs propres de T oT" pour ces valeurs propres. En vertu de 'exercice 10.4.4, ces derniers
forment une base orthogonale de R?. Alors,

est une base orthonormée de R? telle que

(T* o Tls = (S g)

Par suite on a 7* o T = P? ou P: R? — R? est 'opérateur symétrique défini positif pour

lequel
[Pls = (\? \(/)g) :

On trouve que

1= (0 0) e ms-anr -aner - (1 ).

ol le dernier calcul utilise le fait que, £ et B étant des bases orthonormées de R?, la matrice
[1]8 est orthogonale (voir I'exercice 10.2.3). La matrice de P dans la base canonique est

donc
=Pl =3 (1 ) (3 wve) 0 3) =5 (1 3):

On note en passant que cette matrice est bien symétrique, comme il se doit. Enfin, en
poursuivant avec les étapes de la preuve du théoréme 10.5.5, on pose U = T o P71, On
trouve

vle=(; 3) 2 (h W)= ) = (@ i)

Sous cette forme, on reconnait que U est la rotation d’angle 7/4 autour de I'origine dans R2.
En particulier, U est bien un opérateur orthogonal et on a obtenu la décomposition requise
T = U o P, avec P opérateur symétrique qui dilate les vecteurs par un facteur v/2 dans la
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direction de u; et par un facteur v/8 dans la direction de us.

P U

Exercices.

10.5.1. Soient P: V — V et S: V — V des opérateurs symétriques définis positifs tels
que P? = S. Montrer que, pour toute valeur propre A de P, l’espace propre de P pour la
valeur propre A coincide avec celui de S pour la valeur propre A\?. Conclure que P est le seul
opérateur symétrique défini positif sur V' tel que P? = S.

10.5.2. Soit P: V — V un opérateur symétrique défini positif, soit U: V' — V un opérateur
orthogonal, et soit T' = U o P. Montrer que T* o T = P2. A I'aide de I'exercice précédent, en
déduire que P est le seul opérateur symétrique défini positif et U le seul opérateur orthogonal
tels que T'=U o P.

10.5.3. On considére C comme un espace vectoriel réel et on le munit du produit scalaire
(a +1b,c +id) = ac + bd.

On fixe un nombre complexe z # 0 et on considére I'application R-linéaire T: C — C donnée
par T'(w) = zw pour tout w € C.
(i) Veérifier que (wy, we) = Re(w wz) quels que soient wy,wq € C.
(ii) Montrer que I'adjoint 7% de T est donné par T*(w) = Zw pour tout w € C.
(iii) Soit r = |z| et soit u = r~'2. Montrer que 'opérateur P: C — C de multiplication par
r est symétrique défini positif, que I'opérateur U: C — C de multiplication par u est
orthogonal et que T'= U o P est la décomposition polaire de T'.
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Annexe A

Rappels : groupes, anneaux et corps

Tout au long de la session, nous ferons appel a des notions d’algébre acquises dans le
cours MAT 2543. En particulier, nous ferons beaucoup appel a la notion d’anneau qui est
généralement seulement effleurée en MAT 2543. Cet appendice présente un rappel des notions
de groupe, anneau et corps avec leurs propriétés les plus simples. Nous omettons la plupart
des preuves déja couvertes en MAT 2543.

A.1 Monoides

Une opération binaire sur un ensemble E est une fonction *: £ X £ — E qui, a chaque
couple d’éléments (a,b) de E associe un nouvel élément de E noté a * b. Le symbole utilisé
pour désigner 'opération peut varier. Le plus souvent, lorsque cela ne cause pas de confusion,
on écrit simplement ab pour désigner le résultat d’'une opération appliquée & un couple
(a,b) € E x E.

Définition A.1.1. On dit qu’une opération binaire * sur un ensemble E est :

e associative si (a*b)xc=ax* (bx*c) quels que soient a,b,c € F
e commutative si a*xb=bx*a quels que soient a,b € E.

Exemples A.1.2. L’addition et la multiplication dans Z, Q, R et C sont des opérations qui sont
a la fois associatives et commutatives. Par contre, pour un entier n > 2, la multiplication
dans 'ensemble Mat,, ., (R) des matrices carrées de dimension n a coefficients dans R est
associative mais non commutative. De méme la composition dans 'ensemble End(S) des
applications d’un ensemble S dans lui-méme est associative mais elle n’est pas commutative
si |S| > 3. Le produit vectoriel sur R® est une opération binaire non commutative et non
associative.

Un fait important est que si une opération * sur un ensemble F est associative, alors la
maniére de grouper les termes dans un produit d’un nombre fini d’éléments a4, ...,a, de E

207
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n’affecte pas le résultat, pourvu que 'ordre soit préservé. Par exemple, il y a cinq maniéres
de faire le produit de quatre éléments a4, ...,as de E tout en respectant leur ordre. Ce sont :

(a1 * a2) x ag) x as, (a1 * (az*as)) *as, (a*a2)*(az*aq), ay*(azx* (as*ay)),

ar * ((ag * az) * ay).

On peut vérifier que si * est associative, alors tous ces produits sont égaux. Pour cette raison,
si * est une opération associative, on écrit simplement

a1 * Qg %« - % Ay

pour désigner le produit d’éléments aq,...,a, de E, dans cet ordre (sans mettre de paren-
théses).

Si 'opération * est a la fois associative et commutative, alors I'ordre dans lequel on
multiplie les éléments de E n’affecte pas leur produit. On a par exemple

a1 A2 A3 — A1 X A3 * Ao = A3 * A1 kA2 = =+ .

Ici, le verbe "multiplier" et le terme "produit" sont pris au sens générique : "multiplier"
signifie "appliquer Popération" et le mot "produit" signifie le "résultat de 'opération". Dans
un contexte précis, on utilisera les termes qui s’appliquent.

Cas particulier : Le symbole + est réservé pour désigner une opération associative et com-
mutative. On dit alors que 'opération est une addition, on parle d’additionner des éléments.
Le résultat d’une addition s’appelle une somme.

Définition A.1.3. Soit * une opération binaire sur un ensemble F. On dit qu’un élément e
de E est élément neutre pour * si

axe=exa=a

pour tout a € E.

On montre que si F posséde un élément neutre pour une opération *, alors il n’en posséde
qu’'un seul. Généralement, on désigne cet élément par 1 mais si 'opération est notée +, on
le désigne par 0.

Ezemples A.1.4. Soit n un entier positif. L’élément neutre pour I'addition dans Mat,, ., (R)
est la matrice O,, de format n x n dont tous les coefficients sont nuls. L’élément neutre pour
la multiplication dans Mat,,»,,(R) est la matrice I,, de format n x n dont les éléments de la
diagonale sont égaux a 1 et les autres égaux a 0.

Définition A.1.5. Un monoide est un ensemble E' muni d’'une opération associative pour
laquelle £/ posséde un élément neutre.

Un monoide est donc une paire (E,*) formée d’un ensemble E et d’une opération  sur
E avec les propriétés ci-dessus. Quand on parle d'un monoide E sans préciser 'opération,
c’est que celle-ci est sous-entendue. Dans ce cas, on écrit généralement ab pour désigner le
produit de deux éléments a et b de E.
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Ezemple A.1.6. Les paires (Z,+), (Z,-), (N,+) et (N,-) sont des monoides (rappelons que
N ={0,1,2,...} désigne 'ensemble des entiers positifs ou nul). Pour tout entier n > 1, les
paires (Mat,«xn(R), +) et (Mat,«,(R), -) sont aussi des monoides. Enfin, si S est un ensemble,
alors (End(S), o) est un monoide.

Définition A.1.7. Soit (E, ) un monoide. Pour tout entier n > 1 et tout a € F, on désigne

par
a*=gaxax*---xaq

'

n fois

le produit de n copies de a. Si 'opération est notée + (donc commutative), on écrit plutot

na=a+a+ -+ a

S/

n fois

pour désigner la somme de n copies de a.

Dans ce contexte, on a la régle suivante dite :
Régle des exposants. Si (E, ) est un monoide, on a
m n m+n et (am)n mn

a *xa =a

pour tout a € E et toute paire d’entiers m,n > 1. De plus, si (F,*) est un monoide com-
mutatif, ¢’est-a-dire si x est commutative (en plus d’étre associative), on a aussi

a*b" = (axb)™
pour tout entier m > 1 et tout choix de a,b € E.
Enfin, si (E,+) est un monoide commutatif noté additivement, ces formules deviennent
ma+na = (m+n)a, n(ma)=(nm)a et ma+ mb=m(a+0b)

quels que soient a,b € E et les entiers m,n > 1.

A.2 Groupes

La notion de groupe est centrale en algébre. Dans ce cours, les groupes qui interviendront
sont surtout des groupes abéliens mais comme on rencontrera aussi des groupes non abéliens,
il convient de rappeler la notion plus générale. On rappelle d’abord :

Définition A.2.1. Soit (E,*) un monoide. On dit qu’'un élément a de E est inversible (pour
l'opération *) s'il existe b € E tel que

axb=bxa=1 (A.1)
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On montre que si a est un élément inversible d’un monoide (F, ), alors il existe un seul

élément b de £ qui remplit la condition (A.1). On I'appelle I'inverse de a et on le note a™*.

On a donc

axalt=atxa=1 (A.2)

pour tout élément inversible a de (F,*). On montre aussi :

Lemme A.2.2. Soient a et b des éléments inversibles d’un monoide (E,*). Alors
(i) a=' est inversible et (a™')7! = a,

(ii) ab est inversible et (ab)™' = b~ ta™t.

Cas particulier important : Si I'opération du monoide est commutative notée +, on écrit —a
pour désigner I'inverse d’un élément inversible a et on a :

a+ (—a) =0.
Si a,b sont deux éléments inversibles de (E,+), les énoncés (i) et (ii) du lemme A.2.2 de-
viennent :
(") —a est inversible et —(—a) = a.
(ii’) @+ b est inversible et —(a + b) = (—a) + (—b).
FEzemples A.2.3. - Tous les éléments de (Z, +) sont inversibles.

- L’ensemble des éléments inversibles de (Z, -) est {1, —1}.

- Si S est un ensemble, les éléments inversibles de (End(S), o) sont les fonctions bijectives

f:5—=29.

Définition A.2.4. Un groupe est un monoide (G, *) dont tous les éléments sont inversibles.

Si on explicite cette définition en tenant compte des définitions précédentes, un groupe
est un ensemble G muni d’une opération binaire * qui posséde les propriétés suivantes :

G1. (a*b)*c=ax(bxc) quels que soient a,b,c € G ;

G2. il existe 1 € G tel que 1 xa = a*x1 = a quel que soit a € G ;

G3. pour tout a € G, il existe b € G tel que axb=b*xa = 1.
Définition A.2.5. On dit qu'un groupe (G, x*) est abélien ou commutatif si Popération est
commutative.

Ezemples A.2.6. - Les paires (Z,+), (Q,+), (R,+) constituent des groupes abéliens.

- Si S est un ensemble, I'ensemble Aut(S) des bijections de S dans lui-méme est un groupe
sous la composition.

Le deuxiéme exemple est un cas particulier du résultat suivant :

Proposition A.2.7. L’ensemble E* des éléments inversibles d’un monoide E est un groupe
pour lopération de E restreinte a E*.
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Preuve. Le lemme A.2.2 montre que si a, b € E*, alors leur produit ab demeure dans E*. Donc
par restriction, ’opération de E fournit une opération binaire sur E*. Elle est associative
et, comme 1 € E* elle posséde un élément neutre dans E*. Enfin, pour tout a € E*,
le lemme A.2.2 montre que son inverse a ' (dans F) appartient & E*. Comme il satisfait
aa ' =a"la=1, cest aussi un inverse de a dans E*. O
Ezemple A.2.8. Si S est un ensemble, les éléments inversibles de (End(SS), o) sont les fonctions
bijectives de S dans lui-méme. Donc I'ensemble Aut(S) des bijections f: S — S est un groupe
sous la composition.

Ezemple A.2.9. Soit un entier n > 1. On sait que I'ensemble Mat,,»,(R) est un monoide
sous la multiplication. Les éléments inversibles de ce monoide sont les matrices n X n de
déterminant non nul. Ceux-ci forment donc un groupe sous la multiplication. On note ce
groupe GL,(R) :

GL,(R) = {A € Mat,«,(R); det(A) # 0}.

On lappelle le groupe linéaire général d’ordre n sur R.

Définition A.2.10. Soit @ un élément d'un groupe G. Pour tout entier n € Z, on définit

aa - q sin>1,
—
n fois
a:=<¢ 1 sin =0,
alovia™t sin<—1.
———
—n fois

Alors la régle des exposants devient :

Proposition A.2.11. Soit a un élément d’un groupe G. Pour tout choiz d’entiers m,n € Z,
on a :

(i) a™a™ = a™t"

(i) (a™)" =
S1 G est abélien et si a,b € G, on a aussi
(111) (ab)™ = a™b™ pour tout m € Z.

La régle des exposants implique comme cas particulier (a=!)™" = a(""(D = ¢! = q.

Dans le cas d’un groupe abélien (G, +) noté additivement, on définit plutot, pour tout
n € 7,

(ata+t---ta  sin>1,
n‘f:)is
na=1<0 sin =0,
(=a)+-+(=a) sin< -1,
\ —nvfois

et la régle devient
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(i) (ma)+ (na) = (m+n)a,
(ii) m(na) = (mn)a,
(iii) m(a + b) = ma + mb,
pour tout choix d’entiers m,n € Z et d’éléments a,b € G.

A.3 Sous-groupes

Définition A.3.1. Un sous-groupe d’'un groupe G est un sous-ensemble H de G tel que
SG1. 1 € H,

SG2. ab € H pour tout choix de a,b € H,

SG3. a~! € H pour tout a € H.

On montre sans peine qu'un sous-groupe H d’un groupe G est lui-méme un groupe pour
lopération de G restreinte a H (grifjce a SG2, le produit dans G induit par restriction un
produit sur H).

Ezemples A.3.2. - L’ensemble 27 des entiers pairs est un sous-groupe de (Z,+).

- L’ensemble R* = R\ {0} des nombres réels non nuls est un groupe pour la multiplication et
I'ensemble R = {z € R; z > 0} des nombres réels positifs est un sous-groupe de (R*,-).

On rappelle aussi que 'ensemble des sous-groupes d’un groupe G est stable sous 'inter-
section.
Proposition A.3.3. Soit (G;)icr une collection de sous-groupes d’un groupe G. Alors leur

intersection N;erG; est encore un sous-groupe de G.

Par exemple, si X est un sous-ensemble d'un groupe G, 'intersection de tous les sous-
groupes de G qui contiennent X est un sous-groupe de G et, comme il contient X, c’est le
plus petit sous-groupe de G qui contienne X. On l'appelle le sous-groupe de G engendré par
X, et on le note (X). Dans le cas ou X est réduit a un élément, on trouve

Proposition A.3.4. Soit a un élément d’un groupe G. Le sous-groupe de G engendré par a
est

(a) ={a"; ne€Z}.
Preuve. Posons H = {a"; n € Z}. On a
1=a"€ H.
De plus pour tout choix de m,n € Z, la régle des exposants (proposition A.2.11) donne
a"a"=a"" e H et (a")'=a"€H.

Donc H est un sous-groupe de G. Il contient a! = a. Comme tout sous-groupe de G qui
contient a contient aussi H tout entier, H est le plus petit sous-groupe de G qui contienne
a, et par suite H = (a). O
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Que G soit abélien ou non, le sous-groupe (a) engendré par un élément est toujours
abélien. Si G est abélien avec sa loi de groupe notée additivement, alors le sous-groupe
engendré par un élément a de G s’écrit plutot :

(a) ={na;n e N}

Définition A.3.5. On dit qu’un groupe G est cyclique si G' est engendré par un élément,
c’est-a-dire §'il existe a € G tel que G = (a).

Ezemple A.3.6. Le groupe (Z,+) est cyclique engendré par 1.

Ezemple A.3.7. Soit n un entier positif. L’ensemble C* = C \ {0} des nombres complexes
non nuls est un groupe sous la multiplication et ’ensemble

C,={z€C"; " =1}

des racines n-iémes de 1'unité est le sous-groupe de C* engendré par e*™/™ = cos(27/n) +
isin(27/n).

A.4 Homorphismes de groupes

Définition A.4.1. Soient G et H deux groupes. Un homomorphisme de G dans H est une
fonction ¢ : G — H telle que

p(ad) = p(a) p(b)

pour toute paire d’éléments a,b de G.
On rappelle que si ¢ : G — H est un homomorphisme de groupes, alors :
o(lg) =1 et @(a™) = p(a)™* pour tout a € G,

ol 14 et 1y désignent respectivement les éléments neutres de G et de H. Plus généralement,
on a

pour tout a € G et tout n € Z.

Dans le cas ou G et H sont des groupes abéliens notés additivement, il faut interpréter la
définition A.4.1 de la maniére suivante : un homomorphisme de G dans H est une fonction
¢ G — H telle que

pla+b)=p(a)+ »(b)

pour toute paire d’éléments a,b de G. Une telle fonction satisfait ¢(0g) = Oy et p(—a) =
—p(a) pour tout a € G, et plus généralement p(na) = np(a) pour tout n € Z et tout a € G.

On rappelle aussi les résultats suivants :

Proposition A.4.2. Soit ¢ : G — H ety : H— K des homomorphismes de groupes.
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(i) La composée ipop : G — K est un homomorphisme.

(i) Si est bijectif, la fonction inverse p=' : H — G est aussi un homomorphisme bijectif.

Un homomorphisme bijectif s’appelle un isomorphisme. On dit qu'un groupe G est iso-
morphe & un groupe H s’il existe un isomorphisme de G dans H. Cela définit une relation
d’équivalence sur la classe des groupes.

Exemple A.4.3. L’application
exp: R — R

r — e*

est un homomorphisme de groupes car e**¥ = e*e? pour tout choix de z,y € R. Comme il
est bijectif, c¢’est un isomorphisme. Donc les groupes (R, +) et (R, -) sont isomorphes.

Proposition A.4.4. Soit ¢ : G — H un homomorphisme de groupes.
(i) L’ensemble
ker(p) :={a € G; p(a) = 1u}
est un sous-groupe de G appelé le noyau de .
(7i) L’ensemble
Im(¢) :={p(a); a € G}
est un sous-groupe de H appelé [’image de .
(1ii) L’application ¢ est injective si et seulement si ker(p) = {lg}. elle surjective si et

seulement si Tm(p) = H.

Exemple A.4.5. L’application
p: R* — R*

r — a2

est un homomorphisme de groupes de noyau ker(p) = {—1,1} et d’image Im(p) = R%.

Exemple A.4.6. Soit n € N*. L’application

¢ GL,(R) — R*
A —  det(A)

est homomorphisme de groupes car det(AB) = det(A) det(B) pour toute paire de matrices
A, B € GL,(R) (voir I'exemple A.2.9 pour la définition de GL,(R)). Son noyau est

SLa(R) := {A € GL,(R); det(A) = 1}

On Pappelle le groupe linéaire spécial d’ordre n sur R. C’est un sous-groupe de GL,(R). Par
ailleurs, on vérifie aisément que 'image de ¢ est R*, c’est-a-dire que ¢ est un homomorphisme
surjectif.
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Exemple A.4.7. Soient G et H deux groupes. Leur produit cartésien
GxH={(g,h); g€ G,he H}
est un groupe pour le produit composantes a composantes :
(g,h) - (¢', 1) = (gg', hl).
Pour cette structure de groupe, la projection

T: GxH — G
(g,h) +—— g

est un homomorphisme surjectif de noyau

ker(m) = {(1g,h); h e H} = {1g} x H.

A.5 Anneaux

Définition A.5.1. Un anneau est un ensemble A muni de deux opérations binaires

AxA — A et AxA — A,
(a,b) — a+b (a,b) —— ab

appelées respectivement addition et multiplication, qui remplissent les conditions suivantes :
(i) sous l'addition A est un groupe abélien,
(i) sous la multiplication A est un monoide,

(iii) la multiplication est distributive sur 'addition : on a
alb+c¢)=ab+ac et (a+b)c=ac+bc

quels que soient a,b,c € A.

Explicitement les trois conditions de la définition se traduisent par les huit axiomes
suivants :

Al. a+(b+c¢)=(a+b)+c Va,bce A

A2. a+b=b+a Va,be A

A3. 1l existe un élément 0 de A tel que a + 0 = a pour tout a € A.
A4. Pour tout a € A, il existe —a € A tel que a + (—a) = 0.

A5. a(bc) = (ab)c Va,b,c € A.

AG6. Il existe un élément 1 de A tel que a1l =1a = a.

A7. a(b+c)=ab+ac Va,b,ce€ A.

A8. (a+b)c=ac+bc Va,b,ce A
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On dit qu’un anneau est commutatif si sa multiplication est commutative auquel cas les
conditions A7 et A8 sont équivalentes.

Puisqu’un anneau est un groupe abélien sous ’addition, la somme de n éléments aq, - - - , a,
d’un anneau A ne dépend ni de la maniére de grouper les termes ni de l'ordre dans lequel
on les additionne. La somme de ces éléments est simplement notée

n
a+---+a, ou E a;.
i=1

[’élément neutre pour I'addition, caractérisé par la condition A3, s’appelle le zéro de ’anneau
A et on le note 0. Chaque élément a de A posséde un unique inverse additif noté —a et
caractérisé par la condition A4. Pour tout n € Z, on définit

(a++a+---+a sin > 1,
n fois
na=1<0 sin =0,
(=a)+---+(-a) sin< -1
{ —n fois

comme il est coutume dans tout groupe abélien. Alors on a
(m+n)a=ma+na, m(na)=(mn)a et m(a+0b)=ma+mb,
pour tout choix de m,n € Z et de a,b € A.

De méme, puisqu’un anneau est un monoide sous la multiplication, le produit de n
éléments ay, as, ...,a, d'un anneau A ne dépend pas de la maniére de grouper les termes
dans le produit pourvu qu’on en respecte ’ordre. Le produit de ces éléments est simplement
noté

aias -+ Qy.

Si 'anneau A est commutatif, le produit d’éléments de A ne dépend pas non plus de I'ordre
dans lequel on les multiplie. Enfin, I’élément neutre de A pour la multiplication, noté 1 et
caractérisé par la condition A5, s’appelle I'unité de A. Pour tout entier n > 1 et tout a € A,
on définit comme il se doit
a"=gaa---aq.
——

n fois

On obtient alors les régles des exposants :

pour tout choix d’entiers m,n > 1 et de a € A.
On dit que deux éléments a,b de A commutent si ab = ba. Dans ce cas, on a aussi

(ab)™ = a™b™
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pour tout m € N*. En particulier, cette formule est satisfaite quels que soient a,b € A si A
est un anneau commutatif.

On dit qu'un élément a d’un anneau A est inversible s’il posséde un inverse multiplicatif,
c’est-a-dire s’il existe b € A tel que ab = ba = 1. Comme on I’a vu a la section A.2, cet
élément b est alors caractérisé par cette condition. On le note a™! et on I'appelle I'inverse
de a. Pour un élément inversible a de A, on peut étendre la définition de a™ & tout entier
m € Z de sorte que les formules (A.3) demeurent valables quels que soient m,n € Z (voir la
section A.2).

Dans un anneau A, les lois d’adition et de multiplication sont liées par les conditions de
distributivité a deux termes A7 et A8. Par récurrence sur n, on en déduit des propriétés de
distributivité a n termes :

a(by +-+-+b,) =aby + -+ ab,,
(a1 +--+a,)b=a1b+---+ayb,

quels que soient a,ay,...,a,,b,b1,...,b, € A. Plus généralement encore, en combinant ces
deux propriétés, on trouve

() (X0) - e 3o) - X3
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
quels que soient aq,...,a,,b1,...,b, € A. De plus, si a,b € A commutent, on obtient la
“formule du binoéme”
n . .
a+b)" = Cato"
@i =3 (")

Enfin, les axiomes de distributivité impliquent
(ma)b = a(mb) = m(ab)

quels que soient a,b € A et m € Z. En particulier, en prenant m = 0 puis m = —1, on
retrouve les propriétés bien connues

0Oa=a0=0 et (—a)b=a(-b)=—(ab)
ou, dans la premiére série d’égalités, le symbole 0 représente le zéro de I'anneau.

Rappelons aussi que, puisqu’un anneau A est monoide sous la multiplication, I’ensemble
des éléments inversibles de A forme un groupe sous la multiplication. On note ce groupe A*.

Ezemple A.5.2. Pour tout entier n > 1, 'ensemble Mat,, «,,(R) est un anneau sous ’addition
et la multiplication matricielles. Le groupe (Mat,,(R))* des éléments inversibles de cet
anneau est noté GL, (R) (voir 'exemple A.2.9).
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Ezxemple A.5.3. Soit n > 1 un entier et soit A un anneau quelconque. L’ensemble

a1 - Qip
Mat,xn(A) = { : : DAL,y Ay € A}

Qp1 - Qnpn

des matrices n X n a coefficients dans A est un anneau pour les opérations

(aij) + (bij) = (ai; + bij)

n

(aiy) - (biy) = (ciy) olcy =Y aumby.

k=1

Cela ne requiert pas que 'anneau A soit commutatif.

Ezemple A.5.4. Soient X un ensemble et A un anneau. On désigne par F (X, A) ’ensemble
des fonctions de X dans A. Etant donné f, g € F(X, A), on définit f + g et fg comme étant
les fonctions de X dans A données par

(f+9)(x) = f(z) +g(x) et (fg)(z) = f(r)g(z)
pour tout = € X. Alors F(X, A) est un anneau pour ces opérations.
Ezemple A.5.5. Les triplets (Z,+, ), (Q,+,-), (R, +,-) sont des anneaux commutatifs.
Exemple A.5.6. Soit n un entier positif. On définit une relation d’équivalence sur Z en posant
a=b modn <= ndivisea—>b

Alors Z se partitionne en exactement n classes d’équivalence représentées par les entiers
0,1,...,n—1. On désigne par a la classe d’équivalence de a € Z et on I'appelle plus précisé-
ment la classe de congruence de a modulo n. L’ensemble des classes de congruence modulo
n est noté Z/nZ. On a donc

Z/nZ = {0,1,...,n=T1}.

On définit la somme et le produit de deux classes de congruence modulo n par

G+b=a+b et ab=ab,

les classes résultantes a + b et ab étant indépendantes des choix des représentants a de @ et
b de b. Pour ces opérations Z/nZ est un anneau commutatif avec n éléments. On I'appelle
I’anneau des entiers modulo n.

A.6 Sous-anneaux

Définition A.6.1. Un sous-anneau d’un anneau A est un sous-ensemble B de A tel que
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SAl1. 0,1€ B.
SA2. a+ b€ B pour tout choix de a,b € B.
SA3. —ae€ B pourtout a € A.

SAA4. ab € B pour tout choix de a,b € B.

Un tel sous-ensemble B est lui-méme un anneau pour les opérations de A restreintes a
B. La notion de sous-anneau est transitive : si B est un sous-anneau d’un anneau A et si C
est un sous-anneau de B, alors C' est un sous-anneau de A.

Ezxemple A.6.2. Dans la chaine d’inclusions Z C Q € R C C chaque anneau est un sous-
anneau de son successeur.

Exemple A.6.3. Soit A un anneau quelconque. L’ensemble
P:={mly; meZ}
des multiples entiers de I'unité 14 de A est un sous-anneau de A. En effet, on a
Op=0-14 € P, ly=1-14€ P,
et, quels que soient m,n € Z,

(mla)+ (nly)=(m+n)ly €P,
—(mlA) = (—m) lpeP
(m1la)(nly) = (mn)ly € P.

Ce sous-anneau P est le plus petit sous-anneau de A.
Ezemple A.6.4. Soit A un sous-anneau d’un anneau commutatif C' et soit ¢ € C. L’ensemble
Al :=={ag+ajc+ - +a,c";neN" ag,...,a, € A}

est le plus petit sous-anneau de C' qui contienne A et ¢ (exercice).

A.7 Homomorphismes d’anneaux

Définition A.7.1. Soient A et B deux anneaux. Un homomorphisme de A dans B est une
fonction ¢ : A — B telle que

]') gp(lA) = 1Ba
2) p(a+ad') = p(a) + ¢(a') quels que soient a,a’ € A,
3) vlad) = ¢(a)p(a’) quels que soient a,a’ € A.
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La condition 2) signifie que ¢ : A — B est un homomorphisme de groupes abéliens sous
I'addition. Elle entraine en particulier ¢(O4) = Op. Par contre, la condition 3) n’entraine
pas nécessairement que ¢(14) = 1p. C’est pourquoi on ajoute la condition 1).

Si ¢: A — B est un homomorphisme d’anneaux et si a € A, on a en particulier

¢(na) = np(a) pour tout n € Z

p(a™)

w(a)™ pour tout n € N*.

Exemple A.7.2. Soit A un anneau. On vérifie sans peine que ’ensemble

U—{(g i);a,b,ceA}

est un sous-anneau de Matayo(A) et que Iapplication ¢ : U — A donnée par
a b\ a
Lo )™

Proposition A.7.3. Soient op: A — B et ¢»: B — C des homomorphismes d’anneauz

est un homomorphisme d’anneaux.

(i) La composée 1pop: A — C est un homomorphisme d’anneau.

1

(ii) Si ¢ est bijective, alors la fonction inverse ¢~ : B — A est aussi un homomorphisme

bijectif.

Comme dans le cas des groupes, un homomorphisme d’anneaux bijectif s’appelle un
isomorphisme d’anneaur. On dit qu’'un anneau A est isomorphe a un anneau B, s’il existe
un isomorphisme d’anneaux de A dans B. Cela définit une relation d’équivalence sur la classe
des anneaux.

Définition A.7.4. Soit ¢: A — B un homomorphisme d’anneaux. On définit le noyau de ¢
par

ker(¢) := {a € A; p(a) = 0}

et I'image de ¢ par
Im(p) :={p(a); a € A}.

Ce sont donc respectivement le noyau et 'image de ¢ en tant qu’homomorphisme de
groupes abéliens. Par suite, ker(¢) est un sous-groupe de A pour addition, et Im(p) est un
sous-groupe de B pour 'addition. En vertu de la partie (iii) de la proposition A.4.4, on en
déduit qu'un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B est
e injectif <= ker(y) = {0},

o surjectif <= Im(p) = B.
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On vérifie plus précisément que Im(y) est un sous-anneau de B. Par contre, ker(y) n’est
généralement pas un sous-anneau de A. En effet, on trouve que

la €ker(p) <= 1p=0p <= B={0p}.

Par suite ker(y) est un sous-anneau de A si et seulement si B est 'anneau trivial réduit a
un seul élément O = 1. On note cependant que si a € A et si x € ker(yp), alors on a

plaz) = pa)e(z) = ¢(a)0 = O
p(ra) = p(x)p(a) = Op(a) = O
donc az et xa appartiennent a ker(p). Cela motive la définition suivante :

Définition A.7.5. Un idéal d’'un anneau A est un sous-ensemble I de A tel que
i) 0el
(ii) = +y € I quels que soient z,y € I,
(iii) ax,xa € I pour tout a € A et tout z € I.
La condition (iii) implique que —z = (—1)x € I pour tout € I. Donc un idéal de A

est un sous-groupe de A sous l'addition qui remplit la condition (iii). Lorsque A est abélien,
cette derniére condition devient simplement

ar € I  pour tout a € A et tout z € I.

En vertu des observations qui précédent la définition A.7.5, on peut encore énoncer :

Proposition A.7.6. Le noyau d’un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B est un idéal de

A.
Exemple A.7.7. Pour ’homomorphisme ¢ : U — A de 'exemple A.7.2, on a

ker(gp):{(g lc)) . bce A,

Ce dernier est un idéal de U.

A.8 Corps

Définition A.8.1. Un corps est un anneau commutatif K avec 0 # 1, dont tous les éléments
non nuls sont inversibles.

Si K est un corps, chaque élément non nul a de K posséde un inverse multiplicatif a=?.
En plus de I'addition et de la multiplication, on peut donc définir dans K une opération de
soustraction

a—b:=a+(=b)

et une autre de division

%::ab_1 sib# 0.
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Ezxemple A.8.2. Les ensembles Q, R et C sont des corps pour les opérations usuelles.

On rappelle enfin le résultat suivant :

Proposition A.8.3. Soit n € N*. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est un
nombre premier.

Pour chaque nombre premier p, on désigne par [, le corps a p éléments.

Pour p = 2, les tables d’addition et de multiplication dans Fy = {0, 1} sont données par

et

Dans F3 = {0, 1,2}, elles sont données par

et

NI = O O
=3O DN DI

0
0
0
0

DI = O I
=N Ol DI

1
1
2
0




Annexe B

Le déterminant

Dans tout cet appendice, on fixe un anneau commutatif quelconque A, avec 0 # 1. On
étend la notion de déterminant aux matrices carrées a coefficients dans A et on montre que
la plupart des propriétés usuelles du déterminant (celles qu’on connait pour les matrices
a coefficients dans un corps) s’appliquent & cette situation générale avec des modifications
mineures. Pour y parvenir, on utilise la notion de A-module présentée au chapitre 6.

B.1 Applications multilinéaires

Définition B.1.1. Soient My, ..., M, et N des A-modules. On dit qu'une fonction
w: My x---x Mg — N

est multilinéaire si elle satisfait
MLI1. ¢(uy,...,u;+uf, ..., us) = p(uy,..., 0., u,) +e(ug, ..., uf,. .. uy),
ML2. ¢(uy,...,au;,...,us) =ap(uy,...,u;,...,U),
pour tout entier j = 1,...,s, tout choix de u; € M,...,uj,u},uj € Mj,...,u, € M, et
tout a € A.

En d’autres termes, une fonction ¢: My x --- x My — N est multilinéaire si, pour chaque
entier j = 1,...,s et pour chaque choix de u; € My, ..., uy € M, la fonction
p: M; — N
u = (,0(111, IR PES P PN VER P 7us)
est un homomorphisme de A-modules. On montre d’abord :

Proposition B.1.2. Soient M, ..., M, des A-modules libres, et soit {ng), . ,V,(i?} une
base de M; pour j =1,...,s. Pour tout A-module N et tout choiz de

Wz‘lmiseN (1§i1§n1,...,1§is§ns),
il existe une et une seule application multilinéaire ¢: My X --- X My — N telle que

¢(v§11), . ,VE:)) =wi 0. (1<ip<ng, ..., 1<i;<ny). (B.1)

223
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Preuve. Supposons qu’'une application multilinéaire ¢: M; X --- x My — N satisfasse les
conditions (B.1). Pour tout choix de u; € My, ..., us € M, on peut écrire
ni no Ns
1 2
u; = Z ai171V§1)> uy = Z ab,gvé), ce o, U = Z ais’svgf), (B.2)
i1=1 ig=1 is=1

pour des éléments a; ; de A. Alors en vertu de la multilinéarité de ¢, on obtient

ni
1
e(ug,ug,...,uy) = Z iy 1 gp(vgl), Uy, ..., Us)

11=1
ni ne
-y 1) (@)
- iy 1 Qin 2 0(Vy, ', Vi Us, ..., Uy)
11=11i9=1
...... (B3)
ni n2 Ns
_ 1) (@) (s)
= Z Z . E Wiy 1Giy2 - - iy s PV Ve v
i1=11i2=1 is=1
ny  n2 Ns
- Z Z T : :ail’lai272 et a”L‘_g,S Wl‘l.‘.'is'
11=11i9=1 is=1

Cela montre qu’il y a au plus une fonction multilinéaire ¢ qui satisfait (B.1). Par ailleurs,
pour u; € M, ..., u; € M donnés, il y a un seul choix de a;; € A qui satisfait (B.2) et par
suite la formule (B.3) définit bien une fonction ¢: M; x --- x Mg — N. On laisse en exercice
le soin de vérifier que celle-ci est multilinéaire et qu’elle satisfait (B.1). O

Dans cet appendice, on s’intéresse a un type particulier d’application multilinéaire :

Définition B.1.3. Soient M et N des A-modules, et soit n un entier positif. On dit qu’une
application multilinéaire
p: M"— N

est alternée si elle satisfait p(uy, ..., u,) = 0 pour tout choix de uy, ..., u, € M non tous
distincts.

Le qualificatif “alternée” est justifié par la proposition suivante :

Proposition B.1.4. Soit o: M™ — N wune application multilinéaire alternée, et soient 1

et j des entiers avec 1 <1 < 7 < n. Pour tout choix de uy, ..., u, € M, on a
) 7 ) 7
v v v v
e(ug, ..., 05,...,0,...,u,) = —p(ug, ..., W, ..., 0,...,Uy,).

Autrement dit, le signe de ¢ change lorsqu’on permute deuz de ses arqguments.

Preuve. Fixons uy, ..., u, € M. Pour tout u € M, on a :
i J
\ \Y%
e(ug,...,u,...,u,...,u,) =0
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En choisissant u = u; + u; et en utilisant la multilinéarité de ¢, on trouve

¢ J
O:@(ul,...,ui—l\iuj,...,ui—\iiuj,...,un)
=y, .. W, W, W) (g, W, U, Uy
+p(ug, ..., 05, 0, w,) F (g, .y, ., TG, Uy

=g, ..., W,..., W, 0) F (U, .., 0, W, Uy,
La conclusion suit. Il
Soit S, I'ensemble des bijections de I'ensemble {1,2 ... n} dans lui-méme. C’est un
groupe sous la composition qu’on appelle le groupe des permutations de {1,2,...,n}. On dit

qu’un élément 7 de S, est une transposition s’il existe des entiers i et j avec 1 <i < j <n
tels que 7(i) = j, 7(j) = i et 7(k) = k pour tout k # 4, j. Dans le cours de théorie de groupes,
on montre que tout o € S, s’écrit comme un produit de transpositions

O =T 0T30-:0Ty.

Cette écriture n’est pas unique, mais pour chacune d’elles la parité de I'entier ¢ est la méme.
On définit la signature de o par
e(0) = (-1)

de sorte que toutes les transpositions ont pour signature —1. On montre aussi que I’applica-
tion e: S, — {1, —1} ainsi définie est un homomorphisme de groupes. A I'aide de ces notions,
on peut généraliser la proposition B.1.4 de la maniére suivante :

Proposition B.1.5. Soit ¢: M"™ — N une application multilinéaire alternée, et soit o €
Sp. Pour tout choixz deuy, ..., u, € M, on a

©(Us1), -5 Uom)) = €(0)p(uy, ..., uy).

Preuve. La proposition B.1.4 montre que, pour toute transposition 7 € S,,, on a

o(uray, .., Urm)) = —p(uy, ..., ).

indépendamment du choix de uy, ..., u, € M. On en déduit
(U)o Wirm)) = =Wy, - Wym) (B.4)
pour tout v € S,,.
Ecrivons ¢ = 74 0 790+ -- 0 7 0l Ty, To, ..., Ty sont des transpositions. Posons op = 1 et

o;=mT0---0T; pour i=1,...,¢
de sorte que 0; = 0;_1 o7; pour i = 1,...,¢. Pour chacun de ces entiers i, la relation (B.4)
livre

0, 1)s -5 Usyn)) = —9(Wo, (1), -5 Uoy i (n))-

Comme o = oy, ces £ relations entrainent

gp(ug(l), - ug(n)) = (—l)ego(ul, ceey Uy).

La conclusion suit, car (o) = (—1)". O
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La proposition B.1.5 entraine la conséquence suivante :

Théoréme B.1.6. Soit M un A-module libre avec base {eq,...,e,}, et soit c € A. Il existe
une et une seule application multilinéaire alternée ¢ : M™ — A telle que ¢(eq,...,e,) = c.
Elle est donnée par

n n

cp( Z a1€i, .., Z amez) =c Z €(0) Go(1),1 - - - Ao(n)m (B.5)

i=1 1=1 0ESK

pour tout choix de a;; € A.

Preuve. Supposons d’abord qu’il existe une application multilinéaire alternée ¢ : M" — A
telle que ¢(ey,...,e,) = c. Soient

n n n
u; = E aijlei, Uy = E awei, e, Uy = E ai’nei (B6)
i=1 i=1 i=1
des éléments de M écrits comme combinaisons linéaires de eq, ..., e,. Puisque ¢ est multi-

linéaire, on a

n n n
90(111, s, ..., lln) = Z Z cet Z Qi1 1Qi52 - - - Qi go(eil, €y, ,ein) (B?)

i1=lig=1  ip=1
(c’est un cas particulier de la formule (B.3)). Pour des entiers iy,...,i, € {1,2,...,n}
non tous distincts, on a p(e;,...,e;,) = 0 en vertu de la définition B.1.3. Par contre si
i1y, 0n € {1,2,...,n} sont distincts, ils déterminent une bijection o de {1,2,...,n} donnée
par o(1) =i1,0(2) =4a,...,0(n) = i, et, grace a la proposition B.1.5, on obtient

o€, ...,ei,) = p(€s), ---s €om)) = €(a) ple1,...,e,) = ce(0).

Donc la formule (B.7) se réécrit

SO(uh ug, ... 7u7’b) =cC Z €<O-) a0(1)=1a0(2)72 e ao’(n),n’
G’GSn

Cela montre que ¢ est nécessairement donnée par (B.5).

Pour conclure, il reste seulement & montrer que la fonction ¢ : M"™ — A donnée par
(B.5) est multilinéaire alternée. On note d’abord qu’elle est multilinéaire (exercice). Il reste
a vérifier que, si uy, ug, ..., u, € M ne sont pas tous distincts, alors p(uy,us,...,u,) =0.

Supposons donc qu'il existe des indices 7 et j avec 1 < i < 7 < n tels que u; = u;.
On désigne par E l'ensemble des permutations o de S, telles que o(i) < o(j), par 7 la
transposition de S, qui interchange ¢ et j, et par F¢ le complément de F dans S, ¢’est-a-
dire 'ensemble des permutations o de S, telles que o (i) > o(j). On constate qu’un élément
de S,, appartient & F° si et seulement s’il est de la forme o o7 avec ¢ € E. On en déduit que

gp(ul, ey un) =cC Z (6(0‘) Ao(1),1 + - - Qo(n),n + 6(0‘ o T) Ao (7(1)),1 - - .aJ(T(n))m).
ek
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Or, pour tout o € S, on a a la fois €(0 o 7) = €(0)e(7) = —€(0) et
Ao (r(1),1 « + - Go(r(n)),n = Go(1),7(1) -+ - Ao(n),r(n) = Ao(1),1 - - - Ao (n),n»

la derniére égalité découlant du fait que u; = u;. On conclut que ¢(uy,...,u,) =0, comme
annonceé. N

Corollaire B.1.7. Soit M un A-module libre. Alors, toutes les bases de M renferment le
méme nombre d’éléments.

Preuve. Supposons au contraire que {ey,...,e,} et {fi,... f,} soient des bases de M de
cardinalités différentes. Supposons qu’on ait m < n et désignons par ¢: M"™ — A la forme
mulitilinéaire alternée telle que ¢(ey,...,e,) = 1. Puisque {f},...,f,} est une base de M,

on peut écrire
m m
€ = E ai,lfi y ey € = E a’i,nfi
i=1 i=1

pour des éléments a; ; de A. Comme ¢ est multilinéaire, on en déduit

pler,...,e,) = Z T Z Wig 1 - Qi P(Eiy s 6. (B.8)

=1 in=1
Or, pour tout choix de iy,...,7, € {1,...,m}, au moins deux des entiers i;,...,%, sont
égaux (car n > m) et par suite, comme @ est alternée, on obtient ¢(f; ,...,f; ) = 0. Donc,
I'égalité (B.8) entraine p(eq,...,e,) = 0. Comme on a choisi ¢ telle que ¢(eyq,...,e,) =1,
c’est impossible. O

B.2 Le déterminant

Soit n un entier positif. On sait que

3]
A”:{ : ;al,...,aneA}

Qn

est un A-module libre qui admet pour base

1 0 0
e | : J
€ = , €2 = . 5 , €n =
1 2 : 0
0 0 1

Le théoréme B.1.6 appliqué & M = A™ montre que, pour ce choix de base, il existe une et
une seule application multilinéaire alternée ¢: (A™)" — A telle que ¢(ey,...,e,) =1, et que
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celle-ci est donnée par

al 1.2 A1n

)

90< ) y oty ) = Z 6(0) &0(1)71 "‘ag(”):”'

Qp,1 Ap 2 Apon 7ESn

Or, le produit cartésien (A")" = A™ x --- x A" de n copies de A" s’identifie naturellement a
I'ensemble Mat,,»,,(A) des matrices n x n a coefficients dans A. 1l suffit d’associer a chaque
élément (Ch,...,C,) de (A™)" la matrice (C4,...,C,) € Mat,»,(A) dont les colonnes sont
C4,...,C,. De cette fagon, le n-uplet (eq,...,e,) € (A™)" correspond a la matrice identité
I,, de format n x n. On obtient ainsi :

Théoréme B.2.1. I existe une et une seule fonction det: Mat, x,(A) — A qui satisfait
det(I,) = 1 et qui, vue comme fonction des n colonnes d’une matrice, est multilinéaire
alternée. FElle est donnée par

a1 ... Q1n

)

det | = Z €(0) Ao(1)1 - - - Ag(n)m - (B.9)

Qp1 .. Qpn o€Sn

Cette fonction est appelée le déterminant. On en déduit aussitot I'effet d’une transfor-
mation élémentaire de colonnes sur le déterminant :

Proposition B.2.2. Soit U € Mat, «,(A) et soit U' une matrice obtenue en appliquant o U
une opération élémentaire de colonnes. Il y a trois cas :

(I) Si U’ est obtenue en permutant deuz colonnes de U, alors det(U') = —det(U) ;

(II) Si U’ est obtenue en ajoutant a la colonne i de U le produit de sa colonne j par un
élément a de A, pour des entiers i et j distincts, alors det(U’) = det(U) ;

(III) Si U’ est obtenue en multipliant la colonne i de U par une unité a € A*, alors det(U’) =
a det(U).

Preuve. Désignons par C1, ..., C, les colonnes de U. L’égalité det(U’) = — det(U) du cas (I)
découle de la proposition B.1.4. Dans le cas (II), on trouve

U J
\Y Y
det(U') = det(Cy,...,Ci+aCj,...,Cy,...,Cp)

v Voo
:det(C’l,...,C,-,...,Cj,...,C'n)—l—adet(Cl,...,Cj,...,C'j,...,C'n)

= det(U)

car le déterminant est nul pour une matrice qui posséde deux colonnes égales. Enfin, dans le
cas (III), on obtient

]
Vv

1
y
det(U') = det(Cy,...,aC;,...,C,) =a det(C,...,Ci, ..., C,) = a det(U)

comme annoncé. O
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Lorsque A est un anneau euclidien, on peut amener toute matrice U € Mat,,«,,(A) sous
la forme triangulaire inférieure par une suite d’opérations élémentaires de colonnes (voir le
théoréme 8.4.6). Grace a la proposition précédente, on peut suivre U'effet de ces opérations
sur le déterminant. Pour en déduire la valeur de det(U), on utilise alors :

Proposition B.2.3. Si U € Mat, «,(A) est une matrice triangulaire inférieure, son déter-
minant est le produit des éléments de sa diagonale.

Preuve. Ecrivons U = (a;;). Puisque U est triangulaire inférieure, on a a;; = 0'si i > j. Pour
toute permutation o € S,, avec o # 1, il existe un entier i € {1,2,...,n} tel que o(i) > i et
alors on obtient

Ag(1),1 « -+ Go(i),i -+ - Ao(n),;n = 0.

Alors la formule (B.9) donne det(U) = aj1a22 ... Gpp- O

On note aussi que le déterminant de toute matrice carrée est égal a celui de sa transposée :

Proposition B.2.4. Pour toute matrice U € Mat,«x,(A) on a det(U') = det(U).

Preuve. Ecrivons U = (a;j). Pour tout o € Sy, on a

CLg(l)’l Ce ag(n)yn = a17071(1) .. .ama—l(n).

Comme on a aussi €(c™') = €(0) ™! = ¢(0), la formule (B.9) livre

det(U) = > (0 ) aro-101) - Gnoi(m) = Y _ €(0) Q1o(1) - - - Ano(m) = det(U").

O'ESn O'ESn

]

En vertu de ce résultat, on en déduit que la fonction det: Mat,, «,(A) — A, vue comme
fonction des n lignes d’une matrice est multilinéaire alternée. On obtient aussi ’analogue
suivant de la proposition B.2.2 pour les opérations élémentaires de lignes en remplacant
partout le mot “colonne” par “ligne”.

Proposition B.2.5. Soit U € Mat, «,,(A) et soit U' une matrice obtenue en appliquant o U
une opération élémentaire de lignes. Il y a trois cas :

(I) Si U’ est obtenue en permutant deuz lignes de U, alors det(U’) = —det(U) ;

(II) Si U’ est obtenue en ajoutant a la ligne © de U le produit de sa ligne j par un élément
a de A, pour des entiers i et j distincts, alors det(U’) = det(U) ;

(I1I) Si U’ est obtenue en multipliant la ligne i de U par une unité a € A*, alors det(U’) =
a det(U).

Preuve. Par exemple, dans le cas (IT), la matrice (U’)" s’obtient de U’ en ajoutant a la
colonne i de U? le produit de sa colonne j par a. La proposition B.2.2 donne dans ce cas
det((U")") = det(U"). Grace a la proposition B.2.4, on conclut que det(U’) = det(U). O
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De méme on obtient :

Proposition B.2.6. Le déterminant d’une matrice triangulaire U € Mat,«,(A) est égal au
produit des éléments de sa diagonale.

Preuve. Si U est triangulaire inférieure, cela découle de la proposition B.2.3. Si U est trian-
gulaire supérieure, sa transposée U’ est triangulaire inférieure, donc det(U) = det(U?) est le
produit des éléments de la diagonale de U'. Or, ce sont les mémes éléments que ceux de la
diagonale de U. ]

On conclut cette section avec le résultat suivant.

Théoréme B.2.7. Pour tout paire de matrices U,V € Mat,x,(A), on a

det(UV) = det(U) det(V).

Preuve. Fixons une matrice U € Mat,«,(A), et considérons la fonction ¢: (A")" — A

donnée par
QO(Cl, ceey On> = det(UC’l, ey UCn)

pour tout choix de n colonnes (1, ..., C, € A™. On constate que ¢ est multilinéaire alternée.
De plus, si (1, . .., C), sont les colonnes d’une matrice V, alors UCY, ..., UC,, sont les colonnes
de UV'. Donc, on a aussi

e, ... e,) =det(UI) = det(U).

Comme le théoréme B.1.6 montre qu’il existe une et une seule application multilinéaire
alternée de (A™)™ dans A telle que p(eq,...,e,) = det(U) et que la fonction ¢: (A")* — A
donnée par

W(Cy,...,C,) =det(U)det(Cy,...,C)

en est une autre, on conclut que det(UCy,...,UC,) = det(U)det(Cy,...,C,) pour tout
(Ch,y...,Cp) € (AM)™, donc det(UV) = det(U) det(V') pour tout V € Mat,,x,(A). O

B.3 L’adjointe d’une matrice

Le but de cette derniére section est de montrer que les formules usuelles du développe-
ment d'un déterminant selon une ligne ou une colonne demeurent vraies pour les matrices
a coefficients dans un anneau commutatif quelconque A, et que la notion d’adjointe et ses
propriétés s’étendent aussi a ce cadre. Pour ce faire, on commence par donner une présen-
tation alternative du déterminant qui est plus commode pour décrire le déterminant d’une
sous-matrice.

On rappelle d’abord que le nombre d’inversions d’un n-uplet d’entiers distincts (i1, . . ., i),
noté N(iq,...,1,), est défini comme le nombre de couples d’indices (k,¢) avec 1 <k <{<n
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tels que i > i,. Par exemple, on a N(1,5,7,3) =2 et N(4,3,1,2) = 4. Toute permutation
o de S, s’identifiant au n-uplet (o(1),...,0(n)) de ses valeurs, on montre en algébre que

6(0) _ (_1)N(J(1),...,U(n)) )

Alors, la formule (B.9) appliquée a une matrice U = (a; ;) € Mat, ,,(A) devient

det(U) == Z (—1)N(Z1 """ i")aiLI s Qe

(ila---7in)esn

Comme le déterminant de U est égal a celui de sa transposée, on en déduit encore que

det(U)y =" > (=)N0rTay - ay,.

(Jl):]n)es'n

Grace a cette formule, si 1 < fi < fo< - < fi <met1 < g1 < go < -+ < gp <n sont

deux sous-suites croissantes de k éléments parmi les entiers 1,2, ..., n, alors la sous-matrice
U'" = (af@)q)) de U de format k x k formée des éléments de U appartenant aux lignes
d’indices fi,..., fr et aux colonnes d’indices g1, ..., g, a pour déterminant

det(U/) = Z(_l)N(jl’...7jk)af17j1 C A (BlO)
ou la somme porte sur toutes les permutations (ji, ..., Jjx) de (g1, .., gr)-
Définition B.3.1. Soit U = (a; ;) une matrice n x n a coefficients dans A. Pour¢,j =1,...,n,

le mineur d’indice (7, 7) de U, noté M, ;(U) est le déterminant de la sous-matrice de format
(n — 1) x (n — 1) de U obtenue en retirant de U sa ligne i et sa colonne j, tandis que le
cofacteur d’indice (7, j) de U est

Cij(U) := (=1)" M, ;(U).

La matrice des cofacteurs de U est la matrice de format n x n dont I'élément (i, j) est le
cofacteur d’indice (i,7) de U. Enfin, Uadjointe de U, notée Adj(U) est la transposée de la
matrice des cofacteurs de U.

On montre d’abord la formule du dévelopement selon la ligne 1 :

Lemme B.3.2. Soit U = (a;;) € Mat,x,(A4). On a det(U) =30, a1 ;C1;(U).

J

Preuve. La formule (B.10) appliquée au calcul de M, ;(U) livre

My(U)= > (=D)NUinay

(jlv"'vjnfl)eEj

la somme portant sur I’ensemble E; des permutations (ji,. .., jn—1) de (1, ... G ,m) c’est-
a-dire 'ensemble des (n — 1)-uplets d’entiers (ji,...,Jn_1) tels que (J,j1,...,dn-1) € Sn.
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Comme N(j,j1, -y Jn-1) = N(J1,. -, Jn-1) +J — 1 pour chacun de ces (n — 1)-uplets, on en
déduit que

(J1-+-2Jn)ESn
n
N '7' :~~~7‘n—
=D ay; Y (FD)NOIInay
Jj=1 (J15-esin—1)€E;
n
-1
_Zalvj(_l) C1;(U0),
j=1
et la conclusion suit. O

Plus généralement, on montre les formules suivantes :

Proposition B.3.3. Soit U = (a; ;) € Mat,«,(A) et soient k,¢ € {1,2,...,n}. On a

D Coi(U) = ajuCi(U) =

J=1 J=1

" " {det(U) sik=¢,

0 stnon.

Preuve. Supposons d’abord k = ¢ et désignons par U’ la matrice obtenue a partir de U en
faisant glisser sa ligne k£ de la position k£ a la position 1, de sorte que, pour tout 7 =1,...,n,
on ait M ;(U") = My ;(U). En appliquant le lemme B.3.2 a la matrice U’, on en déduit

n

det(U) = (=1 1det(U) = (—1)"! Z ar;C1;(U) = Z ar, jC;(U).

=1

Si k # ¢, on déduit de la formule ci-dessus que Y7, ay,;Cr;(U) est égal au déterminant de
la matrice U” obtenue & partir de U en remplagant sa ligne ¢ par sa ligne k. Comme cette
matrice posséde deux lignes égales (celles d’indices k et £), son déterminant est nul. Ainsi
ona y i ar;Cpr;(U) = det(U)dx, quels que soient & et £. En appliquant cette formule a la
matrice U" et en notant que C;(U) = Cy;(U") quels que soient j et ¢, on en déduit que

det(U)dre = det(U")oke = Y ajxCoi(U") = a;aCiu(U).
j=1 j=1

Théoréme B.3.4. Pour toute matrice U € Mat, x,(A), on a

UAdj(U) = Adj(U)U = det(U)]I.

Preuve. En effet, 'élément d’indice (¢, j) de Adj(U) étant C;,(U), les formules de la propo-
sition B.3.3 signifient que 1’élément (k, ¢) du produit UAdj(U) et I’élément (¢, k) du produit
Adj(U)U sont tous deux égaux a det(U)dy, quels que soient k,¢ € {1,...,n}. O
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On conclut avec le critére suivant :

Corollaire B.3.5. Les éléments inversibles de l’anneau Mat, «,(A) sont ceux dont le déter-
minant est un éément inversible de A.

Preuve. Soit U € Mat,,»,(A). Si U est inversible, il existe une matrice V' € Mat,,,,(A) telle
que UV = I. En prenant le déterminant des deux membres de cette égalité, on obtient,
grace au théoréme B.2.7, det(U) det(V) = det(I) = 1. Comme det(V) € A, on en déduit
que det(U) € A*. Réciproquement si det(U) € A*, il existe ¢ € A tel que cdet(U) = 1
et alors le théoréme ci-dessus montre que la matrice V' = cAdj(U) de Mat,,«,(A) satisfait
UV =VU = cdet(U)I = I, donc U est inversible. O



