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Prenez soin de bien rédiger vos solutions.
Les questions seront corrigées sur 30 notes.
La question bonus vaut 3 notes de plus.
Vous n’'avez le droit de consulter ni vos notes ni aucun liyre.

(1) (a) Donner les définitions d’'une métrique et d’'un espaétrique. [2 notes]
(b) SoientX,Y deux espaces métriques. Montrer que I'expression
d((z1, 1), (v2,¥2)) = dx (w1, 22) + dy (Y1, y2)

définie une métrique sur le produit cartesigénx Y. [3 notes]

(c) SoitX un espace métrique quelconque. Montrer que la diagonalé de
Ax ={(z,z): z€ X} C X x X,

est un sous-ensemble fermé du produit cartedier X muni de la distance

comme dans le probleme (1b). [2 notes]
(d) SoitX un espace métrique. Rappellons qudikametrede X est défini par

diam (X) = sup d(z,y).

z,yeX
Montrer que le diametre de toute sphére de rayon0,

Se(x) ={y € X:d(x,y) = r},

est plus petit ou égal 2. Expliquer. [2 notes]
(e) En supposant que la sph&sgx) n'est pas vide, est-ce que I'on a toujours
diam (S, (z)) = 2r ? Expliquer. [2 notes]

() Soit X un espace métrique avec des plusieurs points (au moing.d&loxs
'ensembleY” = (X x X))\ Ax n’est pas vide, donc un sous-espace métrique
du carré cartesieX x X muni de la distance comme dans le probléeme (1b).
Exprimer le diamétre d& a travers deliam X. [4 notes]

[A continuer & la page suivante....]



(2) Rappellons que le symbole°(T") note la famille de toutes les fonctions bornées
z:I' = R, v — z,, munie de la distancé,, du type(> (la disitance uniforme)

donnée par
doo(x>y) = Sup‘x’Y - ?/'y|
yel’
(a) Donner la définition d’un espace métrique connexe. [1 note]

(b) Montrer gu’'un espace métriqué n’est pas connexe si et seulement si il existe

une fonctionf continue sutX qui prend exactement deux valeurs distincf@s.
notes]

(c) Notons/%y le sous-espace méetrique d& qui consiste des toutes les suites
bornées des nombres rationnels. Montrer que I'espacéquetyy n'est pas

connexe. [3 notes]
(d) Montrer que, quels que soiente (F etr € R, r > 0, la spheres, (z) du rayon
r centrée aw n'est pas vide. [3 notes]

(e) Pourl' = {1,2}, l'espace/~(T") = (>°(2) s'identifie avec le plarR?, et la
distance devient

doo((1, 2), (Y1, y2)) = max{|z1 — 22|, [y1 — yal}.
Dessiner la boule fermée du raybrentrée au poini), 0) dans I'espacé>(2).

[2 notes]
() Donner la définition d’un plongement isométrique despace métriqu& dans
un espace meétrique. [1 note]
(9) Construire deux plongements isométriquesde l'intervalle [0, 1] muni de la
distance usuelle darfs°(2) de fagon que(0) = 5(0), i(1) = j(1), et au méme
temps pour tous € (0, 1), i(t) # j(t). [3 notes]

(3) (bonusx) Soit X un espace métrique du diametre? :
D = diam (X) = sup d(z,y) < 2.

z,yeX
Montrer queX se plonge isométriquement dans la sphére unitiife) de I'espace
(>(]X1), ou|X| note I'ensemble sous-jacent de I'espdce [3 notes]

[Fin des questions]



