Analyse Ill — Mat 3520

Solutionnairea I'examen de mi-session
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Distribution des résultats de I'examen partiel de mi-g@ss

La note moyenne : 14.3 (sur 25).

1,(b). On a montré dans le cours que toute boule ouverte) est un ensemble ouvert, et
que la reunion d’'une famille quelconque des ensemblesrtsugst ouvert. Par conséquent,
I'ensemble en question,

Ae = UaEABe(a)
est ouvert en tant que la reunion d’une famille des boulesbes. O
1,(c). Linclusion
F C ﬂzolel/n
est bien évidente. Montrons l'autre sens :
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Soitz ¢ F. CommeF est fermé, son complémentaif& est ouvert, donc il existe > 0 tel
queB.(z) N F = (). D’aprés la propriété d’Archimede, il existe un entietel que

1 .1
n>—, cad— <e.
€ n

Quel que soitt € F,on a

1
d(l‘,&) >€> )
n

ce qui veut dire
¢ Fiyp.
On en conclut :
¢ F=3n, x¢ Fin.
Autrement dit,
reMFiyy=xckF

O

1,(e). SoitF un fermé. Alors
I'intersection d’'une famille dénombrable des sous-ersemouverts. On en concluf est
unGs. O

1,(f). Non. Chaque ensemble ouvert estiy et au méme temps pas tout ensemble ouvert
est fermé. Un exemple est donné par tout intervalle ow@rime(0, 1) dansR, qui n'est
pas fermé en dépit d’étre ur;. O

2,(b). On va montrer que le complémentaftéest ouvert. Soit: € F°. Cela veut dire que

f(x) # g(z).
Notons
e =dy(f(x),9(x)).

Commef et g sont continues, il exist& , 6, > 0 tels que

Yy e X, dx(z,y) <6 = dy(f(x), f(y)) <

Y

[NNINe

et
vy € X7 dX(ZL’,y) < 62 = dy(g(l‘),g(y)) <

Posons = min{d;, d»}. On a

Wy X, dx(ry) <3 = dv(f(2).f(4)) < 5 etdv(g(a),g(y)) <

[\ N g

DO ™



3

Soita € Bs(z). Alors dy (f(a), f(z)) < €¢/2 etdy(g(a), f(x)) < €/2. Si on suppose que
f(a) = g(a), on a, grace a I'inégalité triangulaire,

dy (f(x),9(x)) = dy(f(z), f(a)) +dy(f(a),g(z))

une contradiction parce quk-(f(z), f(y)) = €. On en conclut : pour tout € Bs(x),

f(a) # g(a),
c.ad.,
a ¢ F,
ou, en d’autres mots,
Bs(x) C F<.
Cela veut dire que le complémentairé est ouvert. O

3,(b). On va montrer ici que le complémentaiBe(z)¢ de la boule ouverté3.(z) est
ouverte. Soiyy € B.(z)°. Alorsd(z,y) > e. Montrons que

(0.1) Bc(y) € Be(z)".
Supposons qu’il existe € B.(y) N B.(x)¢ On adonc
d(z,y) < max{d(z,a),d(z,y)} <e,
parce quel(z,y) < e. C’'est une contradiction, qui nous montre que
B.(x) N B(y) = 0.
On en déduit B.(x)° est ouvert, don®,(z) est fermé. O

3,(c). SoitX un espace ultramétrique possedant plusieurs pointsl, ¢eacardinal deX
est plus grand ou égalza

Choisissong:, y € X tels quer # y. Alors d(z,y) > 0. Posong = d(x, y).

La boule ouvertd3.(x) est a la fois ouverte et fermée, elle contiemhais ne contient pas
y. Par conséqueni. (z) est un sous-ensemble propre, non-vide, a la fois ouveeretd, ce
qui veut dire queX n’est pas connexe. O



