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Durée:1h 20 m.
Prenez soin de bien rédiger vos solutions.
Les questions seront corrigées sur 29 notes.

Vous n’avez le droit de consulter ni vos notes ni aucun livre.

[8 points] Indiquer lesquels des énoncés suivants sont vrais ou faux, sans rien
expliquer.
(@) Pour deux ensembles quelconques A et B, nous avons A x B =B x A.

(b) Larelation vide de A dans B (ou A et B sont deux ensembles quelconques) est
univaluée.

(c) Soit R une relation quelconque sur un ensemble A. Alors on a toujours R~}
R.

(d) Lafonction f:Z — Z, définie par f(x) = x°, est bijective.

(e) Lafonction g:R — R, définie par g(x) =2x — 1, est bijective.

(f) Siunefonction m:{1,2,3} — {p, g, r} estinjective, alors elle est aussi surjective.
(g) La composition de deux fonctions bijectives est aussi bijective.

(h) Si une fonction bijective f: A — A satisfait f o f = f, alors f est forcément la
fonction identité.

[6 points] Pour chaque énoncé suivant, donner un exemple concret. Expliquer
dans 3 lignes au maximum pourquoi votre exemple posséde la propriété souhai-
tée.

(@) Une fonction f : Z — Z qui est injective mais pas surjective.

(b) Une relation sur I’ensemble {0, 1} qui est totale mais pas univaluée.

(c) Une relation R sur I'’ensemble {a, b, c} telle que aRb et Ro R 1=RoR.

[Suite a la page suivante]
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Probléeme Bonus.

[3 points] Considerons l’ensemble X = {0, 1,2,3} et deux relations
R={(0,2),(2,1),(1,0),(3,2)}, §=1{2,1,(1,3),8,1),(0,3)}.

Donner une description explicite de (R™! 0 S)~1.

[7 points] Soient f: A— Bet g: B — C deux fonctions.

(@) Montrer ou réfuter : si f et g sont surjectives toutes les deux, alors la fonction
composée go f est surjective.

(b) Montrer ou réfuter : si go f est surjective, alors f I'est aussi.

(c) Montrer ou réfuter : si go f est surjective, alors g I'est aussi.

[6 points]

(@) Donner une définition précise de la composition de deux relations.

(b) Montrer que (Ro S 1=851oRr™ L

(c) Donner un exemple qui montre que la composition de deux relations n’est pas

généralement commutative, c.a.d., montrer deux relations, R et S, telles que
RoS#SoR.

[6 points] Rappelons que la somme disjointe (coproduit) de deux ensembles X et
Y est défini par

XuY=Xx{0juY x{1}.
Montrer que, quels que soient trois ensembles A, B,C, il existe une correspon-

dence bijective
AuBUC)=E(AuB)uC.

(Vous devez, d’abord, construire telle une correspondence explicitement, et en-
suite montrer qu’elle soit bijective).
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Soit R € A x B une relation quelconque. Considerons la relation R* définie comme
suit:

R* € P(B) x 2(A), R*={(U,V)|Vac A.(aeV —3Ibe U.aRb)}.

Montrer que R* est fonctionnelle.

[Fin des questions]



