
Fondations des mathématiques — Mat 2762

Examen final — 11 décembre 2015, 14 :00, MCD 146

Professeur : Vladimir Pestov

• Durée : 3 h.

• Prenez soin de bien rédiger vos solutions.

• Les questions seront corrigées sur Σ= 68 notes.

• Pour les questions 1–3 vous n’avez rien à justifier. Par contre, les questions 4–9 exigent
une réponse complète. Vous obtiendrez la plupart de vos notes pour des preuves cor-
rectes et bien structurées.

• La question bonus vaut 3 notes de plus.

/ Il est interdit de se servir de téléphones cellulaires, de dispositifs électroniques non
autorisés ou de notes de cours. Les téléphones et les dispositifs doivent être fermés et
rangés dans votre sac : vous ne pouvez pas les laisser dans vos poches ou sur votre per-
sonne. Sinon, on pourrait vous demander de quitter l’examen immédiatement et des
allégations de fraude scolaire pourraient être déposées dont le résultat pourrait être un 0
(zéro) pour l’examen.

• En apposant votre signature, vous reconnaissez vous être assuré de respecter l’énoncé
ci-dessus.

Signature :

(1) [10 points] Indiquer lesquels des énoncés suivants sont vrais ou faux, sans rien ex-
pliquer.

(a) Les formules ∀x.P (x) →∀x.Q(x) et ∀x.(P (x) → Q(x)) sont logiquement équiva-
lentes.

(b) Si toutes les hypothèses d’un argument sont des tautologies, alors l’argument est
valide.

(c) La relation pleine (complète, maximale) entre A et B (où A et B sont deux en-
sembles non-vides quelconques) est totale.

(d) Pour un ensemble quelconque, A, on a toujours A ⊆P (A).

(e) La fonction f :Z→Z, donnée par f (x) = 2x +1, est bijective.

(f) La fonction g :R→R, donnée par g (x) = x5 est bijective.

(g) l’ensemble R\Q est dénombrable.

(h) Si f et g sont deux bijections telles que f −1 = g−1, alors f = g .

(i) L’axiome du bon ordre implique que {x ∈R | 0 < x < 1} possède le minimum.

(j) Si A n’est pas dénombrable, alors |A| = |R|.
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(2) [10 points] Pour chaque énoncé suivant, donner un exemple concret. Expliquer dans
3 lignes au maximum pourquoi votre exemple possède la propriété souhaitée.

(a) Une fonction f :Z→Z qui est surjective mais pas injective.

(b) Une fonction g :R→R qui est injective mais pas surjective.

(c) Une relation sur l’ensemble {0,1,2} qui est reflexive et transitive mais pas univa-
luée.

(d) Une relation d’équivalence qui possède précisement quatre systèmes différents
des représentants.

(e) Un ordre sur l’ensembleN qui n’a pas d’éléments minimaux.

(3) [6 points] Considerons l’ensemble X = {a,b,c,d} muni des relations

R = {(a,b), (b,c), (b,d), (a,c)}, S = {((a,b), (b, a), (c,d), (d ,c)}.

(a) Remplissez le tableau ci-dessous (sans motiver vos réponses).

Relation Symétrique ? Transitive ? Univaluée ? Totale ?

R

S

(b) Calculez (R−1 ◦ S)−1. (Énumérer explicitement tous les éléments de cette rela-
tion).

(4) [6 points] Traduisez les phrases suivantes en logique des prédicats. Utilisez l’en-
semble de tous les gens comme le domaine, ainsi que le dictionnaire suivant :

L(x, y)− x aime y N (x)− x a des ennuis E − Emmanuelle

(a) Tout le monde aime Emmanuelle, à moins qu’Emmanuelle ne s’aime pas.

(b) Toute personne qui n’aime pas Emmanuelle a des ennuis.

(c) Certaines personnes aiment seulement les personnes qui n’ont pas des ennuis.

(5) [4 points] Considerons la famille des ensembles (Ai )i∈N, où Ai =
( n

n+1 ,1+ 1
n+1

]
. (Ici,

comme d’habitude, (a,b] est l’intervalle demi-ouvert, (a,b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}. )
Dans la suite, justifier vos réponses.

(a) Trouvez
⋃

i∈N Ai .

(b) Trouvez
⋂

i∈N Ai .

(6) [8 points]

(a) Montrer que, se les fonctions f : A → B et g : B →C sont injectives, alors la com-
posée g ◦ f est injective aussi.

(b) Montrer que si la fonction h : Y → Z est injective, alors h satisfait le suivant : quel
que soit U ⊆ Y , on a h[U c ] ⊆ h[U ]c .
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(7) [8 points] Soit A = {a,b,c}, et écrivons, comme d’habitude, AX pour l’ensemble de
toutes les fonctions de X dans A.

(a) Montrez que, quel que soit un ensemble X , on a |X | < |AX |.
(b) Utilisez le résultat de la partie (a) pour montrer que |X | < |Rel (X , A)|, où Rel (X , A)

est l’ensemble de toutes les relations entre X et A. (Suggestion : il existe une in-
jection naturelle de AX dans Rel (X , A)....)

(8) [8 points] Considerons la relation suivante sur R×R :

(x, y) ∼ (u, v) ⇔ 2x + y = 2u + v

(a) Montrer qu’il ∼ est une relation d’équivalence.

(b) Donnez une description géométrique complète de la classe d’équivalence de
(0,0).

(c) SoitR×R/∼ l’ensemble des classes d’équivalence (l’ensemble quotient). Montrer
qu’il existe une correspondance bijective R∼=R×R/∼.

(9) [8 points] Soit (A,≤) un sensemble partiellement ordonné. Un élément a est dit un
successeur d’un autre élément b si

b < a ∧∀x ∈ A.[(b ≤ x ∧x ≤ a) → (b = x ∨x = a).

(a) Traduisez en logique des prédicats l’énoncé “tout élément a un successeur".

(b) Trouvez la négation de l’énoncé que vous avez écrit dans (a). Mettez le symbole
de négation à l’intérieur de la formule de sorte que tous les symboles de négation
se trouvent juste en face des formules de base.

(c) Montrez que, si un ordre linéaire est dense, alors aucun élément n’a un succes-
seur.

∗∗∗
Bonus. Soient A et B deux ensembles quelconques. Montrez soigneusement que

P (AtB) ∼=P (A)×P (B).

[Fin des questions]


