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Instructions :

(a) Vous avez 80 minutes pour compléter ce test.

(b) Le nombre de points disponibles pour chaque question est indiqué entre crochets.

(c) Dans les questions à développement, vous devez justifier vos réponses pour recevoir le
maximum de points.

(d) Toutes vos réponses doivent être écrites dans l’espace prévu. Si vous avez besoin d’espace
supplémentaire pour répondre à une question particulière, vous devez continuer au verso
de la page et l’indiquer clairement.

(e) Veuillez écrire votre numéro d’étudiant au haut de chaque page dans l’espace prévu.

(f) Vous n’avez le droit de consulter ni vos notes, ni aucun livre. L’usage de calculatrices,
de téléphones cellulaires et d’autres appareils électroniques n’est pas autorisé.

(g) La dernière page de l’examen peut être utilisée comme brouillon.

Bonne chance !

S’il vous plâıt ne pas écrire dans le tableau ci-dessous.

Question 1 2 3 4 5 6 Total
Maximum 5 4 5 6 4 9 33

Note
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Question 1. [5 pts] Considérez l’ensemble A = {0, 1, 2} et les relations suivantes sur A :

R = {(0, 0), (1, 1), (2, 2)}, S = {(0, 1), (1, 0), (0, 0)},
T = {(0, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 2), (0, 0), (0, 2)}.

Pour chaque relation, indiquez dans la table ci-dessous si la relation a les propriétés indiquées.
Écrivez “Oui” ou “Non” pour chaque relation/propriété. Vous n’avez pas besoin de justifier vos
réponses.

Relation Réflexive ? Symétrique ? Transitive ? Irréflexive ? Antisymétrique ?

R Oui Oui Oui Non Oui

S Non Oui Non Non Non

T Non Non Non Non Non

Question 2. [4 pts] Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si la proposition est
vraie ou fausse dans la table ci-dessous. Vous n’avez pas besoin de justifier vos réponses.

(a) Si f : X → Y et g : Y → Z sont les deux surjectives, alors la composée g ◦ f : X → Z
est surjective.

(b) La relation vide ∅ sur N est une relation d’équivalence.

(c) La relation {(x, x2) : x ∈ R} définit une fonction R→ R.

(d) La relation {(x2, x) : x ∈ R} définit une fonction R→ R.

(e) La relation {(x3, x) : x ∈ R} définit une fonction R→ R.

(f) La relation {(x3, x) : x ∈ Z} définit une fonction Z→ Z.

(g) La relation ≤ (inférieur ou égale à) est une relation d’équivalence sur Q.

(h) La fonction f : Z→ Z définit par f(x) = x + 1 est bijective.

(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)

V/F ? V F V F V F F V
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Question 3. [5 pts] Supposez que A et B sont deux ensembles disjoints (c.-à-d. A∩B = ∅).
Démontrez que

℘(A ∪B) et ℘(A)× ℘(B)

sont en correspondance bijective. Vous devez donner une bijection explicite et démontrer qu’elle
est bijective.

Solution: Définissons la fonction

f : ℘(A ∪B)→ ℘(A)× ℘(B), f(X) = (A ∩X,B ∩X) pour X ∈ ℘(A ∪B).

On démontre que f est bijective. Supposons que X, Y ∈ ℘(A∪B) tels que f(X) = f(Y ). Alors
(A ∩X,B ∩X) = (A ∩ Y,B ∩ Y ). Cela implique que

A ∩X = A ∩ Y et B ∩X = B ∩ Y.

Donc,

(A ∩X) ∪ (B ∩X) = (A ∩ Y ) ∪ (B ∩ Y )

=⇒ (A ∪B) ∩X = (A ∪B) ∩ Y

=⇒ X = Y,

où la dernière implication suit du fait que X, Y ⊆ A ∪B. Ainsi, f est injective.
Il reste à démontrer que f est surjective. Supposons que (Z1, Z2) ∈ ℘(A) × ℘(B). Alors

Z1 ⊆ A et Z2 ⊆ B. Soit Z = Z1 ∪ Z2 ⊆ A ∪B. On voit que

Z ∩ A = (Z1 ∪ Z2) ∩ A = (Z1 ∩ A) ∪ (Z2 ∩ A) = Z1 ∪∅ = Z1,

où la troisième égalité suit du fait que Z1 ⊆ A et Z2 ⊆ B, mais A∩B = ∅ (donc Z2 ∩A = ∅).
De même,

Z ∩B = (Z1 ∪ Z2) ∩B = (Z1 ∩B) ∪ (Z2 ∩B) = ∅ ∪ Z2 = Z2.

Donc f(Z) = (Z1, Z2). Ainsi f est surjective.

Note : Il est aussi possible de démontrer que f possède un inverse, soit la fonction

g : ℘(A)× ℘(B)→ ℘(A ∪B), (X, Y ) 7→ X ∪ Y.

Pour cela, il faut démontrer que f ◦ g = Id℘(A)×℘(B) et que g ◦ f = Id℘(A×B). Cela implique que
f est bijective.
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Question 4. Soit A = R× R et considérez la relation suivante sur A :

(x, y) ∼ (u, v) ⇐⇒ y + u = x + v.

(a) [4 pts] Démontrez que ∼ est une relation d’équivalence.

Solution: Puisque y + x = x + y pour tout (x, y) ∈ R× R, on voit que (x, y) ∼ (x, y)
pour tout (x, y) ∈ R× R, et donc ∼ est réflexive.

Soient (x, y), (u, v) ∈ R × R tels que (x, y) ∼ (u, v). Alors y + u = x + v. Donc
v + x = u + y. Ainsi (u, v) ∼ (x, y). Alors ∼ est symétrique.

Soient (x, y), (u, v), (w, z) ∈ R× R tels que (x, y) ∼ (u, v) et (u, v) ∼ (w, x). Alors

y + u = x + v et v + w = u + z.

Donc
y + w = (x + v − u) + (u + z − v) = x + z.

Ainsi (x, y) ∼ (w, z). Alors ∼ est transitive. Donc ∼ est une relation d’équivalence.

(b) [2 pts] Donnez une description géométrique des classes d’équivalences. Expliquez votre
réponse.

Solution: Soit (u, v) ∈ R× R. Alors

(u, v) = {(x, y) ∈ R× R : (x, y) ∼ (u, v)}
= {(x, y) ∈ R× R : y + u = x + v}
= {(x, y) ∈ R× R : y = x + (v − u)}.

Donc, la classe d’équivalence de l’élément (u, v) ∈ R × R est la droite de pente un et
ordonnée à l’origine v − u.

•
(0, 1) (0, 1)
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Question 5. [4 pts] On dit qu’une fonction f : X → Y est résiliable à droite si, pour tous
g, h : Y → Z, l’égalité des fonctions g ◦ f = h ◦ f implique l’égalité des fonctions g = h. En
d’autres termes, f : X → Y est résiliable à driote si, pour tout ensemble Z,

∀g,h∈Fonc(Y,Z) (g ◦ f = h ◦ f =⇒ g = h).

Démontrez que si une fonction f est surjective, alors elle est résiliable à droite.

Solution: Soit f : X → Y une fonction surjective. Soient g, h : Y → Z tels que g ◦ f = h ◦ f .
Pour démontre que g = h, il suffit de montre que g(y) = h(y) pour tout y ∈ Y . Soit y ∈ Y .
Puisque f est surjective, il existe x ∈ X tel que f(x) = y. Alors

g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = (h ◦ f)(x) = h(f(x)) = h(y).

Donc la démonstration est complète.
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Question 6. Soit n un nombre naturel positif. Considérons la relation E sur Rn définie par

(x1, x2, . . . , xn) E (y1, y2, . . . , yn) ⇐⇒ xi ≤ yi pour tous i ∈ {1, 2, . . . , n}.
(a) [4 pts] Démontrez que E est un ordre partiel.

Solution: Pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Rn, on a xi ≤ xi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}. Donc
E est réflexive.

Soient (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn), (z1, . . . , zn) ∈ Rn tels que (x1, . . . , xn)E (y1, . . . , yn) et
(y1, . . . , yn) E (z1, . . . , zn). Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a xi ≤ yi ≤ zi, et donc
xi ≤ zi. Alors (x1, . . . , xn) E (z1, . . . , zn). Ainsi E est transitive.

Soient (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn tels que (x1, . . . , xn)E(y1, . . . , yn) et (y1, . . . , yn)E
(x1, . . . , xn). Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a xi ≤ yi et yi ≤ xi. Donc xi = yi pour
tout i. Alors (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn). Ainsi E est antisymétrique.

(b) [2 pts] Est-ce E un ordre total ? Considérez toutes les valeurs possibles de n (c.-à-d.
votre réponse peut dépendre de n).

Solution: Pour n = 1, E correspond à l’ordre “inférieur ou égale à” dans R, qui est
un ordre total. Pour n ≥ 2, ce n’est pas un ordre total. Par exemple (1, 0, . . . , 0) 5
(0, 1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0) 5 (1, 0, . . . , 0), et (1, 0, . . . , 0) 6= (0, 1, 0, . . . , 0).

(c) [3 pts] Quels sont les éléments maximums, maximaux, minimums, et minimaux du
sous-ensemble de R2 suivant :

{(−1, 0), (6,−10), (2, 3), (0, 0), (6, 8)}.

• Éléments maximums : (6, 8)

• Éléments maximaux : (6, 8)

• Éléments minimums : Aucun élément minimum.

• Éléments minimaux : (−1, 0), (6,−10)
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