
Université d’Ottawa
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Instructions :

(a) Vous avez 80 minutes pour compléter ce test.

(b) Le nombre de points disponibles pour chaque question est indiqué entre crochets.

(c) Dans les questions à développement, vous devez justifier vos réponses pour recevoir le
maximum de points.

(d) Toutes vos réponses doivent être écrites dans l’espace prévu. Si vous avez besoin d’espace
supplémentaire pour répondre à une question particulière, vous devez continuer au verso
de la page et l’indiquer clairement.

(e) Veuillez écrire votre numéro d’étudiant au haut de chaque page dans l’espace prévu.

(f) Vous n’avez le droit de consulter ni vos notes, ni aucun livre. L’usage de calculatrices,
de téléphones cellulaires et d’autres appareils électroniques n’est pas autorisé.

(g) La dernière page de l’examen peut être utilisée comme brouillon.

Bonne chance !

S’il vous plâıt ne pas écrire dans le tableau ci-dessous.

Question 1 2 3 4 5 6 7 Bonus Total
Maximum 3 4 6 6 6 4 6 35

Note



MAT 2762 Premier Test – Solutions

Question 1. [3 pts] Écrivez les tables de vérité pour les formules suivantes :

¬(¬p⇒ q) ¬(p ∨ q)

En utilisant les tables de vérité, expliquez si les formules sont logiquement équivalentes ou non.

Solution:

p q ¬(¬p⇒ q) ¬(p ∨ q)

V V F F
V F F F
F V F F
F F V V

Puisque les deux formules ont les mêmes valeurs de vérité pour tous choix de p et q, les deux
formules sont logiquement équivalentes.
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Question 2. [4 pts] Considérez les deux formules suivantes :

A : p ∧ (q ⇒ r) B : (¬p ∨ q)⇒ (p ∧ r)

Démontrez, en utilisant la manipulation algébrique, que A et B sont logiquement équivalents.
Vous pouvez utiliser seulement les équivalences dans la table ci-dessous. À chaque étape de
votre argument, vous devez indiquer le numéro de l’équivalence que vous utilisez.

Équivalence

(1) P ⇒ Q ≡ ¬P ∨Q
(2) P ⇒ Q ≡ ¬Q⇒ ¬P
(3) P ⇔ Q ≡ (P ∧Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q)
(4) P ⇔ Q ≡ (P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ P )

(5) P ∨ ¬P ≡ V
(6) P ∧ ¬P ≡ F
(7) P ∨ F ≡ P
(8) P ∧ V ≡ P

(9) P ∨ V ≡ V
(10) P ∧ F ≡ F

Équivalence

(11) P ∨ P ≡ P
(12) P ∧ P ≡ P

(13) ¬¬P ≡ P

(14) P ∨Q ≡ Q ∨ P
(15) P ∧Q ≡ Q ∧ P

(16) (P ∨Q) ∨R ≡ P ∨ (Q ∨R)
(17) (P ∧Q) ∧R ≡ P ∧ (Q ∧R)

(18) P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R)
(19) P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R)

(20) ¬(P ∧Q) ≡ ¬P ∨ ¬Q
(21) ¬(P ∨Q) ≡ ¬P ∧ ¬Q

Solution:

A = p ∧ (q ⇒ r)
(1)
≡ p ∧ (¬q ∨ r)

(19)
≡ (p ∧ ¬q) ∨ (p ∧ r)

(13)
≡ (¬¬p ∧ ¬q) ∨ (p ∧ r)

(21)
≡ ¬(¬p ∨ q) ∨ (p ∧ r)

(1)
≡ (¬p ∨ q)⇒ (p ∧ r) = B
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Question 3. Considérez l’énoncé suivant.

ϕ : ∀x ∃y
[
P (x, y) ∧ ∀z

(
P (x, z)⇒ (P (y, z) ∨ (z = y))

)]
(a) [2 pts] Trouvez la négation de l’énoncé ϕ. (Apportez les symboles de négation autant à

l’intérieur des formules que possible.)

Solution: La négation de ϕ est

∃x ∀y
[
¬P (x, y) ∨ ∃z

(
P (x, z) ∧ ¬P (y, z) ∧ (z 6= y)

)]
.

(b) [4 pts] Est-ce que la négation de ϕ est équivalente à la formule

∃x ¬
(
∃y P (x, y)

)
?

Démontrez l’équivalence ou donnez un contre-exemple.

Solution: Non, les deux ne sont pas équivalentes. Par exemple, si on considère les
nombres réels, et P (x, y) = (x < y), alors ¬ϕ est vrai. Pour voir cela, soit x ∈ R. Pour
chaque y ∈ R, on a deux cas. Si y ≤ x, alors ¬P (x, y) = V. Si y > x, alors z = x+y

2

satisfait la condition (x < z) ∧ ¬(y < z) ∧ (z 6= y). Donc, dans les deux cas, on voit que
¬P (x, y) ∨ ∃z

(
P (x, z) ∧ ¬P (y, z) ∧ (z 6= y)

)
est vrai.

Mais, avec ces choix, ∃x ¬
(
∃y P (x, y)

)
est faux. Pour voir cela, notez que sa négation

est ∀x ∃y P (x, y). Cette négation est vrai puisque pour toute choix de x ∈ R, il existe
y ∈ R tel que x < y.
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Question 4.
(a) [3 pts] Donnez la valeur de vérité pour chaque proposition dans la table ci-dessous. Dans

cette partie, vous ne devez pas justifier votre réponse.

Proposition Valeur de vérité

∀x∈R ∃n∈N (n > x) V
∃x∈R ∀n∈N (n > x) V
∃a∈N ∀b∈N [(a = 2)⇒ (b = 3)] V
∃b∈N ∀a∈N [(a = 2)⇒ (b = 3)] V
∀a∈N ∀b∈N [(a = 2)⇒ (b = 3)] F
∀a∈N ∀b∈N ∃c∈N (a + b + c est impair ) V

(b) [3 pts] Démontrez que l’énoncé suivante est vraie. (Vous devez justifier votre réponse.)
Rappelez-vous que R+ = {x ∈ R : x > 0} est l’ensemble des nombres réels positifs.

∀x∈R+ ∀y∈R+\{x} ∃a∈R
[(
x ∈ (−a, a) ∧ y 6∈ (−a, a)

)
∨
(
x 6∈ (−a, a) ∧ y ∈ (−a, a)

)]
Solution: Soient x ∈ R+ et y ∈ R+ \ {x}. Donc x 6= y. On procède par séparation de cas :
x < y ou y < x.
Cas 1. Si x < y, soit a un nombre réel entre x et y (par exemple, a = x+y

2
). Ainsi x ∈ (−a, a)

et y 6∈ (−a, a).
Cas 2. Si y < x, soit a un nombre réel entre y et x (par exemple, a = x+y

2
encore une fois).

Ainsi x 6∈ (−a, a) et y ∈ (−a, a).
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Question 5. [6 pts] Dans chaque cas, trouvez l’ensemble explicitement (c.-à-d. écrivez l’en-
semble sans utiliser les symboles ∪, ∩, ou \). Pour cette question, vous ne devez pas justifier
votre réponse.

(a)
⋃

n∈N+

[
2 + 1

n
, 3n + 1

]
Solution: (2,∞)

(b)
⋂

n∈N+

[
2− 1

n
, 5n− 1

)
Solution: [2, 4)

(c) ∪X, où X =
{(

a− 1
2
, a + 1

2

)
: a ∈ 1

2
N
}

Solution:
(
−1

2
,∞
)
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Question 6.

(a) [2 pts] Énumérez les éléments de l’ensemble ℘(℘({1})).

Solution: On a ℘({1}) = {∅, {1}}. Donc, les éléments de ℘(℘({1})) sont

∅, {∅}, {{1}}, {∅, {1}}.

(b) [2 pts] Soit A un ensemble fini avec n éléments. Combien d’éléments l’ensemble

{x ∈ ℘(℘(℘(A))) : ℘(℘(A)) ⊆ x}
a-t-il ? Justifiez votre réponse.

Solution: Les éléments de l’ensemble {x ∈ ℘(℘(℘(A))) : ℘(℘(A)) ⊆ x} sont les sous-
ensembles de ℘(℘(A)) qui contiennent ℘(℘(A)). Il y a précisément un tel ensemble,
à savoir ℘(℘(A)) lui-même. Donc l’ensemble {x ∈ ℘(℘(℘(A))) : ℘(℘(A)) ⊆ x} a un
élément.
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Question 7. [6 pts] Démontrez que

(A×B) \ (C ×D) =
(
(A \ C)×B

)
∪
(
A× (B \D)

)
pour tous choix d’ensembles A,B,C,D.

Solution: Supposons que (x, y) ∈ (A×B) \ (C ×D). Alors (x, y) ∈ A×B et (x, y) 6∈ C ×D.
Donc

x ∈ A, y ∈ B, et (x 6∈ C ∨ x 6∈ D).

Ainsi, on a deux cas. Si x 6∈ C, alors (x, y) ∈ (A \C)×B. Si x 6∈ D, alors (x, y) ∈ A× (B \D).
Donc on a montré que

(A×B) \ (C ×D) ⊆
(
(A \ C)×B

)
∪
(
A× (B \D)

)
.

Maintenant, supposons que (x, y) ∈
(
(A \ C) × B

)
∪
(
A × (B \ D)

)
. On a deux cas. Si

(x, y) ∈ (A \ C)×B, alors
x ∈ A, x 6∈ C, et y ∈ B.

Donc (x, y) ∈ A × B et (x, y) 6∈ C × D. Ainsi, (x, y) ∈ (A × B) \ C × D. D’autre part, si
(x, y) ∈ A× (B \D), alors

x ∈ A, y ∈ B, et y 6∈ D.

Donc (x, y) ∈ A × B et (x, y) 6∈ C × D. Ainsi, (x, y) ∈ (A × B) \ C × D. Donc on a montré
l’autre inclusion : (

(A \ C)×B
)
∪
(
A× (B \D)

)
⊆ (A×B) \ (C ×D).
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Question bonus. Il y a un certain pub, et peu importe quand vous entrez, il y a au moins
un client avec la propriété remarquable suivante : s’il boit, alors tout le monde boit.

(a) Traduisez la affirmation “il y a une personne telle que si cette personne boit, alors tout
le monde boit” en logique propositionelle.

Solution: Soit B(x) = “x boit”. Alors la traduction est

∃x
[
B(x)⇒ ∀y B(y)

]
.

(b) Démontrez que cette affirmation est une tautologie. (Cela s’appelle le paradoxe du bu-
veur.)

Solution: Notez que le pub n’est pas vide (puisque tu es dans le pub !). On démontre
la proposition par séparation des cas. Si toute personne dans le pub boit, alors ∀y B(y)
est vrai, et donc l’affirmation est vraie (pour n’importe quelle valeur de x). D’autre
part, s’il existe une personne x dans le pub qui ne boit pas, alors B(x) est faux, et donc
l’implication est aussi vraie (pour cette valeur de x).
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