
Université d’Ottawa
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Instructions :

(a) Vous avez 180 minutes pour compléter ce test.

(b) Le nombre de points disponibles pour chaque question est indiqué entre crochets.

(c) Dans les questions à développement, vous devez justifier vos réponses pour recevoir le
maximum de points.

(d) Toutes vos réponses doivent être écrites dans l’espace prévu. Si vous avez besoin d’espace
supplémentaire pour répondre à une question particulière, vous devez continuer au verso
de la page et l’indiquer clairement.

(e) Veuillez écrire votre numéro d’étudiant au haut de chaque page dans l’espace prévu.

(f) Vous n’avez le droit de consulter ni vos notes, ni aucun livre. L’usage de calculatrices,
de téléphones cellulaires et d’autres appareils électroniques n’est pas autorisé.

(g) La dernière page de l’examen peut être utilisée comme brouillon.

Bonne chance !

S’il vous plâıt ne pas écrire dans le tableau ci-dessous.

Question 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Total
Maximum 3 4 2 4 4 4 6 6 4 8 4 2 3 54

Note
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Question 1. [3 pts] Supposez que (A,≤) est un ensemble partiellement ordonné. Trouvez la
négation de la formule suivante :

∀x∈A ∀y∈A
(
(x < y)⇒ ∃z∈A (x < z ∧ z < y)

)
.

Apportez les symboles de négation autant à l’intérieur des formules que possible.
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Question 2. [4 pts] Considérez les deux formules suivantes :

A : p⇒ ¬(q ∧ r) B : (p⇒ ¬q) ∨ (p⇒ ¬r)

Démontrez, en utilisant la manipulation algébrique, que A et B sont logiquement équivalentes.
Vous pouvez utiliser seulement les équivalences dans la table ci-dessous. À chaque étape de
votre argument, vous devez indiquer le numéro de l’équivalence que vous utilisez.

Équivalence

(1) P ⇒ Q ≡ ¬P ∨Q
(2) P ⇒ Q ≡ ¬Q⇒ ¬P
(3) P ⇔ Q ≡ (P ∧Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q)
(4) P ⇔ Q ≡ (P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ P )

(5) P ∨ ¬P ≡ V
(6) P ∧ ¬P ≡ F
(7) P ∨ F ≡ P
(8) P ∧ V ≡ P

(9) P ∨ V ≡ V
(10) P ∧ F ≡ F

Équivalence

(11) P ∨ P ≡ P
(12) P ∧ P ≡ P

(13) ¬¬P ≡ P

(14) P ∨Q ≡ Q ∨ P
(15) P ∧Q ≡ Q ∧ P

(16) (P ∨Q) ∨R ≡ P ∨ (Q ∨R)
(17) (P ∧Q) ∧R ≡ P ∧ (Q ∧R)

(18) P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R)
(19) P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R)

(20) ¬(P ∧Q) ≡ ¬P ∨ ¬Q
(21) ¬(P ∨Q) ≡ ¬P ∧ ¬Q

Page 3 de 16



# d’étudiant(e) MAT 2762 Examen Final

Question 3. [2 pts] Donnez la valeur de vérité pour chacune des assertions suivantes. Vous
n’avez pas besoin de justifier vos réponses.

(a) ∃x,y∈R>0 ∀n∈N (nx < y)

(b) ∀x,y∈Q ∃z∈Q (xyz ∈ N).

(c) ∀a∈N+ ∃b∈Q
(
(b > 0) ∧ (b < 1

a
)
)

(d) ∃y∈Z ∀x∈R (x < y)
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Question 4. [4 pts] Pour chacune des assertions suivantes, indiquez si elle est vraie ou fausse.
Si l’assertion est fausse, donnez un contre-exemple. (Si l’assertion est vraie, vous n’avez pas
besoin de justifier votre réponse.)

(a) Chaque sous-ensemble de R possède un élément minimum.

(b) La relation {(x, x) : x ∈ X} est une relation d’équivalence sur X.

(c) Si f : X → Y est injective et g : Y → Z est surjective, alors g ◦ f est bijective.

(d) Pour chaque ensemble X et conditions P (x), Q(x), les formules (∀x∈X P (x))⇒ (∀x∈X Q(x))
et ∀x∈X(P (x)⇒ Q(x)) sont logiquement équivalentes.
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Question 5. [4 pts] Pour chaque intersection ou union ci-dessous, décrivez l’ensemble explici-
tement (c.-à-d. écrivez l’ensemble comme une intervalle). Pour cette question, vous n’avez pas
besoin de justifier votre réponse.

(a)
⋃

n∈N+

[
2− 4n, 3− 2

3n

]

(b)
⋂

x∈R>0

(
R \

(
2
x
, x
) )

Question 6. [4 pts] Dans chaque cas ci-dessous, décrivez l’ensemble explicitement, sans men-
tionner la fonction f (par exemple, écrivez l’ensemble comme une union d’intervalles). Simplifiez
votre réponse autant que possible. Pour cette question, vous n’avez pas besoin de justifier votre
réponse.

(a) Soit f : R→ Z la fonction définie par

f(x) = le plus grand entier qui est plus petit que ou égale à x.

Décrivez l’ensemble f−1(2Z).

(b) Soit f : R→ R la fonction définie par

f(x) = x2 + 3,

et soit A = (−5,−2) ∪ [3, 6]. Décrivez l’ensemble f(A).
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Question 7. Considérez la relation suivante sur Z :

x ∼ y ⇐⇒ x + y est paire.

(a) [4 pts] Démontrez que ∼ est une relation d’équivalence. Vous devez vérifiez directement
les conditions dans la définition d’une relation d’équivalence.
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(b) [2 pts] Combien de classes d’équivalence y-a-t-il ? Justifiez votre réponse.
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Question 8. Soit (A,≤) un ensemble partiellement ordonné. On dit qu’un élément y ∈ A est
un successeur d’un autre élément x si

(x < y) ∧ ¬∃z∈A
(
(x < z) ∧ (z < y)

)
.

(Donc, intuitivement, y est un successeur de x si y est plus grand que x et il n’existe aucun
élément z entre x et y.)

(a) [1 pt] Quels éléments de l’ensemble partiellement ordonné (N,≤) possèdent un succes-
seur ? Vous n’avez pas besoin de justifier votre réponse.

(b) [1 pt] Quels éléments de l’ensemble partiellement ordonné (R,≤) possèdent un succes-
seur ? Vous n’avez pas besoin de justifier votre réponse.

(c) [1 pt] Quels éléments de l’ensemble partiellement ordonné (℘(X),⊆) possèdent un suc-
cesseur ? (Ici, X est un ensemble quelconque.) Vous n’avez pas besoin de justifier votre
réponse.
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(d) [3 pts] Supposez que (A,≤) est un ensemble bien ordonné. Démontrez que chaque
élément de A possède au plus un successeur.
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Question 9. [4 pts] Soient t1 = 2, t2 = 34, et, pour n ≥ 3, soit tn = 2tn−1+15tn−2. Démontrez
que tn = (−3)n + 5n pour tout entier n ≥ 1.
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Question 10.

(a) [4 pts] Soit f : A → B une fonction bijective. Démontrez que l’assertion suivante est
vraie :

f(A \X) = B \ f(X) pour tout X ⊆ A. (?)
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(b) [4 pts] Soit f : A→ B une fonction qui satisfait la propriété (?). Démontrez que f est
bijective.
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Question 11. [4 pts] Soient A l’ensemble des suites (a1, a2, a3, . . . ), où ai ∈ {0, 1} pour tout
i ∈ N+. Démontrez que A n’est pas dénombrable.
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Question 12. [2 pts] Soit

X = {R : R est une relation sur R}.
C’est-à-dire, X est l’ensemble des relations sur R. Démontrez que R ≺ X.

Question 13. [3 pts] Dans le contexte de la théorie axiomatique ZFC des ensembles, existe-t-il
un ensemble A avec la propriété

∀x
(
(x ∈ x) ∨ (x ∈ A)

)
?

Répondez par OUI ou NON et justifiez votre réponse.
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Cette page ne contient aucune question. Vous pouvez l’utiliser comme brouillon.
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