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INSTRUCTIONS:

1. Cet examen comprend cinq questions et une question bonus.

2. Pas de notes ou des calculatrices.

3. Pour chaque question qui demande une preuve, donnez une solution complète et
détaillé, et justifiez bien vos réponses. Il faut employer les symboles et terminologie
mathématique qu’on a introduit dans ce cours.

4. Écrire toutes les réponses dans les cahiers d’examen. S’il vous plâıt ne pas utiliser de
l’encre rouge.

5. En anglais, les relations R “fonctionelles” sont appelées “single-valued”.

1. [10 points] Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si elle est vraie ou
fausse. Ce n’est pas nécessaire de justifier vos réponses à cette quéstion.

(a) Une relation réflexive est fonctionelle.

(b) Si A ∼= B alors A× C ∼= B × C.

(c) Si R est une relation transitive sur A alors Rop = R.

(d) Chaque fonction injective {0, 1} to {0, 1} est aussi surjective.

(e) La relation {(x2, x2)|x ∈ R} sur R est fonctionelle mais elle n’est pas totale.

(f) Soient A,B,C trois ensembles. Alors (A + B)C ∼= AC + BC .

(g) La relation ≤ sur Z est une relation irréflexive.

(h) Pour les ensembles A,B, on a: P(A ∪B) ∼= P(A) ∪ P(B).

(i) Il existe des relations fonctionelles qui sont aussi transitive.

(j) Si f : A → B est injective alors Rf (ou Ker(f)) satisfait Rf ⊆ ∆B, où Rf =
{(x, x′) ∈ A× A | f(x) = f(x′)}.

2. [8 points] Pour chacuns des énoncés suivants, donner un exemple explicite s’il existe;
si non, expliquez brièvement pourquoi il n’existe pas.

(a) Une relation sur A = {a, b, c} qui est symétrique et transitive mais pas réflexive .

(b) Une relation d’équivalence R sur Z t.q. (x, 0) ∈ R et (x, 1) ∈ R mais (0, 1) 6∈ R.

(c) Une fonction f : Z −→ Z qui est injective mais pas surjective.

(d) Une fonction surjective f : Z −→ Z tel que f ◦ f n’est pas surjective.
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3. [6 points] Soient R et S deux relations d’équivalences sur l’ensemble A.

(a) Montrez que R ∩ S est aussi une relation d’équivalence.

(b) Montrer avec un contre-exemple que R ∪ S n’est pas nécessairement une relation
d’équivance.

(c) Montrer avec un contre-exemple que R ◦ S n’est pas nécessairement une relation
d’équivance.

4. [4 points] On considère une fonction f : A −→ B, et la fonction d’image directe
f [−] : P(A) −→ P(B), définie par f [U ] = {f(x)|x ∈ U}. Ici, P(A) est l’ensemble
des sous-ensembles de A. Répondez aux questions suivantes. On considère l’énoncé
suivant. Si c’est vrai, montrez-le; sinon, donnez un contre-exemple.

f [U ∪ V ] = f [U ] ∪ f [V ]

Questions bonus, 2 points chaque

5. Soient R et S relations d’équivalence qui commute par rapport à ◦, c.a.d. suppose

R ◦ S = S ◦R.

Montrer que R ◦ S est une relation d’équivalence sur A.

6. Si f est injective, alors l’image directe f [−] = P(A)→ P(B) est injective.
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