MAT2762 Fondements de Mathématiques: Mi-Session #2

SOLUTIONS (corrigées et augmentées)
Professeur: Philip Scott 8 Octobre, 2013

1. Pour chaque question qui demande une preuve, donnez une solution complete et
détaillé, et justifiez bien vos réponses. Il faut employer les symboles et terminologie
mathématique qu’on a introduit dans ce cours.

2. Ecrire toutes les réponses dans les cahiers d’examen. S’il vous plait ne pas utiliser de
l’encre rouge.

3. En anglais, les relations R “fonctionelles” sont aussi appelées “single-valued”.

Notation: Pour les relations, j’écris x RySz pour x Ry AySz. Aussi, si on a les relations
R € Rel(A,B) et S € Rel(B,C),ona SoRe Rel(A,C), ou a(S o R)cssi 3b € B.aRbSe.

1. [10 points] Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si elle est vraie ou
fausse. Ce n’est pas nécessaire de justifier vos réponses a cette quéstion.

(a)

(b)

Une relation réflexive est fonctionelle.
Réponse: F. Par exemple, sur {0, 1,2}, larelation R = {(0,0),(1,1),(2,2),(0,1)}
est réflexive mais elle n’est pas fonctionelle.

SiA=2 Balors Ax(C=BxC(C.

Réponse: V. Dans les devoirs, on a vu que: si A L4 B est une bijection
A= B, alors AxC TXHe By O est une bijection. (Remarque: Si C' = (), alors
onaAxC=Ax0=0=DBxC. On sait quil ya une seule fonction de §) — X,
pour chaque ensemble X. Donc la fonction unique @ — () est la fonction identique

idy = la fonction vide (0,0, 0).)

Si R est une relation transitive sur A alors R = R.

Réponse: F. Soit R = {(1,2)} sur A = {1,2}. R est evidemment transitive,
parce que Va € A, [((1,2) € RA(2,a) € R = (1,a) € R ] est V, parce que
I'hypothese (1,2) € RA (2,a) € R est F. Mais R” # R. Un autre contre-
exemple simple sur {1,2,3}: R = {(1,2),(2,3),(1,3)}, qui est transitive mais pas
symétrique.

Chaque fonction injective {0,1} a {0, 1} est aussi surjective.

Réponse: V. En classe on a donné les quatre fonctions de {0,1} a {0,1}:
seulement 'identité idgo 1y et le “twist” f(0) = 1, f(1) = 0 sont injectives, et elles
sont bijectives, donc surjectives. [Remarque: comme on a mentionné en classe, si
A et B sont ensembles finis t.q. |A| = |B| , alors A L5 B est injective ssi f est
surjective ssi f est bijective.]



(e)

(2)

()

(i)

()

La relation R = {(z?,2%) | € R} sur R est fonctionelle mais elle n’est pas totale.
Réponse: V. On voit que (z,y) € R ssi 32/ € R.[z = (2/)> Ay = z]. Donc,
totalité, qui dit Vo € R3y € R.(z,y) € R, n’est pas valide: soit x < 0. Donc z
n’est pas un carré c.a.d. il n’existe pas un 2’ et un y t.q. x = (2/)> Ay = .
D’un autre c6té, R est fonctionelle: supposons que (z,y) € R et (x,y') € R; alors
Jr' € Rz = (')’ ANy = ] et F2” € Rz = (2")* Ay = z]. Donc, il existe
" €eRt.q x= ()= (") ety=x=1y". Doncy=y.

Soient A, B, C' trois ensembles. Alors (A + B)Y = A° + BY.

Réponse: F. Soit A = {a}, B = {b}, et |C] = 3. A+ B = {0,1}, donc
(A+ B)Y 2 {0,1}¢ = P(C); alors le cardinalité de la coté a gauche est 22 = 8.
Le cardinalité de 'autre coté est: |AY| + |BY] = 1+ 1 = 2, parce que A® =
{x}¢ = {x}, parce qu'il existe une seule fonction C — A et une seule fonction
C — B.

La relation < sur Z est une relation irréflexive.

Réponse: F. < est réflexive: z < x, pour tout = € R.

Pour les ensembles A, B, on a: P(AU B) = P(A) UP(B).

Réponse: F. Soient A = {0} et B = {1,2}. [P(AUB)| = |P({0,1,2})| = 2* = 8.
D’un autre coté, |[P(A) UP(B)| = |{0,{0},{1},{2},{1,2}}| = 5.

Il existe des relations fonctionelles qui sont aussi transitive.

Réponse: V. Oui, la relation d’identité Ay = {(z,y) € A X A | x = y} est
transitive: (z = yAy = z2) — & = z. Et A est le graphe de la fonction d’identité
ida = (A, A4, A): A — A

Si f: A — B est injective alors Ry (ou Ker(f)) satisfait Ry C Ay, ou Ry =
{(z,2") € Ax A f(x) = f(z")}.

Réponse: V. Suppose f est injective. On montre Ry C Ay. Suppose (z,2') €
R;. Donc f(z) = f(2'). Donc, par injectivité, z = z’. Donc (z,2’) € Ay.

2. [8 points] Pour chacuns des énoncés suivants, donner un exemple explicite s’il existe;
si non, expliquez brievement pourquoi il n’existe pas.

(a)

(b)

Une relation sur A = {a, b, c} qui est symétrique et transitive mais pas réflexive .
Réponse: Il y a beaucoup d’exemples. E.g. R = {(a,a)}, Ou R = {(a,a), (b,b)},
Ou R = {(a,a), (b,a), (a,b), (b,b)}.

Une relation d’équivalence R sur Z t.q. (0,1) € R.

Réponse: L’exemple le plus simple (mentionné par une des étudiantes) est
simplement R = Ay, 1'égalité! Evidemment, 0 # 1. Ou, par exemple, soit
R=AzU{(1,2),(2,1)}.

Un autre exemple simple est =5, congruence modulo 2. C.a.d. x =5 y ssi 2|(z —y)
ou, la méme chose: ¥ = y ssi z et y ont la méme parité (pairs/impairs): c.a.d.
x =y ssi le parité(z) = le parité(y). Evidemment, 0 # 1.

Une autre description de =,: on partition Z en deux sous-ensembles disjoints:

PAIRS et IMPAIRS. Evidement 0 € PAIRS et 1 € IMPAIRS. La relation dit: xRy
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(d)

ssi z,y sont dans la méme partie, c.a.d. ils sont tous les deux pairs ou tous les
deux impairs.

Une fonction f :Z — 7Z qui est injective mais pas surjective.
Réponse: Il y a plusieurs exemples. Par exemple, soit

f(x):{x six <0

z+1 siz>0
C’est une fonction croissante, donc injective, mais 0 ¢ Im(f). Des autres exemples:
f(x) =2z ou f(z) = 22, etc.
Une fonction surjective f : Z — Z tel que f o f n’est pas surjective.
Réponse: Impossible. Si f est surjective, f o f est surjective.

3. [6 points] Soient R et S deux relations d’équivalences sur I'ensemble A.

Réponse:

(a)

Montrez que RN S est aussi une relation d’équivalence.

Réponse:

Réflexivité: Si A € Ret A C S alors A € RN S. (Ou, la méme chose, Si
(x,x) € Ret (z,z) € S alors (z,x) € (RNS), Yz € A.

Symétrie: Si z(RN.S)y alors (z,y) € R et (z,y) € S. Par symétrie de R et de 5,
(y,z) € Ret (y,x) € S, donc (y,z) € RN S.

Transitivité: Si x(R N S)y et y(RN S)z alors on a: xRy, xSy,yRz,ySz. Par
transitivité de R et de S, on a xRz et xSz, donc (RN S)z.

Montrer avec un contre-exemple que R U S n’est pas nécessairement une relation
d’équivance.

Réponse: Comme on a remarqué en classe: la réunion de deux relations tran-
sitives n’est pas nécessairement transitive. Par exemple: soient A = {1, 2,3},
R ={(1,2)} et " ={(2,3)}. R et S’ sont (trivialement) transitive (pourquoi?)
I Mais R'US" = {(1,2),(2,3)} n’est pas transitive, parce que (1,3) € RUS. Ici,
pour obtenir une relation d’équivalence, on doit simplement ajouter le diagonale
Ay et “forcer” la symétrie par ajoutant R'P et S’P.

Donc, soient R = A,U{(1,2),(2,1)}, S = AaU{(2,3),(3,2)}. R,S sont relations
d’equivalences, mais RU S n’est pas transitive, donc RU S n’est pas une relation
d’equivalence.

Montrer avec un contre-exemple que R o S n’est pas nécessairement une relation
d’équivance.

Réponse: En générale, R, S symétrique n’implique pas R o S est symétrique—
sauf si Ro S = S o R (voir la question bonus #5). E.g. Soient A = {1, 2,3},
S=A,U{(1,2),(2,1)} et R=A,U{(2,3),(3,2)} deux relations d’équivalences
simples. On a 1(R o S)3 parce que 152R3 mais on n’a pas 3(R o S)1, parce qu'il
n’y a pas un z tel que 3SxR1. Donc R o S n’est pas symétrique.



4. [4 points] On considére une fonction f : A — B, et la fonction d’image directe
fl=] : P(A) — P(B), définie par flU] = {f(z)|x € U}. Ici, P(A) est I'ensemble
des sous-ensembles de A. Répondez aux questions suivantes. On considere 1’énoncé
suivant. Si c’est vrai, montrez-le; sinon, donnez un contre-exemple.

flUuV]=flUlU fIV]
Réponse: Dans mes notes. Je vais donner une preuve tres détaillé: Soit y € B. On a:

ye flUUV] & JrelUUVy=f(z)

3x[(vaU)(xEV)]A( f(z))
e f((z cU)A(y = f(2))) V([ e V)A(y= f(2)))]
(e U)A(y = f@)]V Iz e V)A(y = f(2))]
)

(y € flU]) V (y € f[V]
y € (f[UJU fIV])

¢ @J@ﬁ (3

Donc, par 'axiome d’extensionalité, f[U U V] = f[U]U f[V].

Questions bonus, 2 points chaque

5. Soient R et S relations d’équivalence qui commute par rapport a o, c.a.d. suppose
RoS=SoR.

Montrer que R o S est une relation d’équivalence sur A.
Réponse:

Réflexivité: z(R o S)x parce que zSx A xRz (et donc Jy.(xSyRz)) par réflexivité de
RetdeS.

Symétrie: Suppose (R o S)z. On doit montrer z(R o S)x. On sait Jy.xSy A yRz.
Par symétrie de R et de S, et de la commutativité de A, on a Jy.zRy A ySz. Donc
z(S o R)x.. Mais on a supposé que (Ro S) = (SoR). Donc z(Ro S)x. Donc Ro S est
symétrique.

Transitivité: Suppose z(Ro S)y et y(Ro S)z. On voudrait montrer que x(Ro.S)z. On
sait: il existe u,v € A t.q. zSuAuRy et ySvAvRz. Donc xSuAJy.(uRy AySv) ANvRz.
On considere les termes indiqués: xSuA| Jy.(uRy A ySv) |AvRz. L’expression
est équivalent a: zSu A u(S o R)v AvRz. Mais So R = Ro S. Donc, il y a un w t.q.
u(SoR)v > u(Ro S« (uSw A wRv). Donc

xSu/\/\sz = xSu/\/\sz
= (xSuAuSw) A (wRv AvRz)
= xSw AwRz par transitivité de S et R

= z(Ro9)z




6. Si f est injective, alors 'image directe f[—] = P(A) — P(B) est injective.

Réponse: Suppose f : A — B est injective. Il faut montrer: VS, T € P(A) Si
fIS] = f[T] alors S = T. Donc, suppose f[S] = f[T], pour S, T C A. Montrer:
S=T, cad SCTetT CS. On montre S C T: soit z € S. Il faut montrer que
x € T. Mais f(x) € f[S] = f[T]. Alors f(z) € f[T]. Donc il existe un ¢t € T" tel que
f(z) = f(t). Mais f est injective. Donc x =t et t € T. Donc z € T. Un argument
semblable montre la réciproque: T"C S. Donc S =T.



