
MAT2762 Fondements de Mathématiques
Examen Mi-Session #1

10.00-11.20am, le 4 Octobre, 2013
Professeur: Philip Scott

INSTRUCTIONS:

1. Cet examen comprend six questions et une question bonus.

2. Pas de notes ou des calculatrices.

3. Pour chaque question qui demande une preuve, donnez une solution complète et détaillé, et justifiez
bien vos réponses. Il faut employer les symboles et terminologie mathématique qu’on a introduit dans
ce cours.

4. Écrire toutes les réponses dans les cahiers d’examen. S’il vous plâıt ne pas utiliser de l’encre rouge.
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1. [7 points] Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si elle est vraie ou fausse. Ce n’est pas
nécessaire de justifier vos réponses à cette quéstion.

(a) Pour tous les ensembles A,B, A ∪B = A implique B ⊆ A.

(b) Si A ∈ P(B) alors P(A) ⊆ P(B).

(c) Si A = {∅} alors A ∩ P(A) 6= ∅
(d) La formule ∀x∃y.P (x, y) −→ ∃y∀x.P (x, y) est une tautologie (c.a.d. est valide dans le calcul des

prédicats.)

(e) Suppose A est un argument avec les premisses (ou hypothèses) p1, . . . , pn et la conclusion q. Si
une des pi est une contradiction, alors l’argument n’est pas valide.

(f) La contraposée de la phrase “Si a est irrationnel, alors il existe un nombre irrationnel x tel que
xa est rationnel” est “Si xa est rationnel pour tout x alors a est rationnel”.

(g) Soit X un ensemble. Soit A = P(X). Alors la formule ∀x ∈ A∀y ∈ A(x 6= y −→ (x ⊆ y ∨ y ⊆ x))
est vraie.

2. [2 points] On considère la formule suivante de la logique des prédicats:

∀x ∈ A∀y ∈ A(x < y −→ ∃z.(x < z ∧ z < y)).

Lequel des énoncés suivants est correct? Nous utilisons l’interprétation habituelle des symboles.
(Vous n’avez pas besoin de motiver votre réponse.)

A. La formule est vraie si A = Q et A = Z.

B. La formule est fausse si A = Z et si A = Q.

C. La formule est vraie si A = Z mais elle est fausse si A = Q.

D. La formule est vraie si A = Q mais elle est fausse si A = Z.

3. [2 points] Lequel des énoncés suivants est la négation correcte de ∀x[(∃y.P (x, y)) −→ x 6= z]?
(Vous n’avez pas besoin de motiver votre réponse.)

A. ∀x[∀y.(P (x, y) −→ x = z)]

B. ∃x[(∀y.¬P (x, y)) ∧ x = z]

C. ∀x[(∃y.¬P (x, y)) −→ x = z]

D. ∃x[(∀y¬P (x, y)) −→ x = z]

E. ∃x[(∃y.P (x, y)) ∧ x = z]

4. [4 points] On considère les propositions suivantes: α = (p∨¬q) −→ r et β = (p −→ r)∨ (¬q −→ r).
Dans les questions suivantes, vous pouvez utiliser n’importe quelle méthode que vous voulez, mais vous
devez expliquer comment vous arrivez à votre réponse. (Cependant, à mon avis, les tables de vérité
sont une perte de temps!)

(a) La formule α , est-elle une tautologie ?

(b) Est-ce que α ≡ β vrai?

5. [5 points] Dans cette question, on vous demande de traduire des phrases françaises dans la logique
des prédicats. Utilisez les symboles suivants:

A(x, y) – x aime y I(x) – x est intelligent(e) j – Jean m – Marie

L’univers est l’ensemble des êtres humains.

(a) Jean n’est pas intelligent, mais Marie l’aime.

(b) Certaines personnes qui aiment Jean aussi aiment quelqu’un d’autre.

(c) Aucune personne qui est intelligent aime plus d’une personne.
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6. [5 points]. Dans ce problème, A et B sont des ensembles arbitraires.

(a) Montrer P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B).

(b) En donnant un contre-exemple explicite, montrent que l’égalité P(A ∪ B) = P(A) ∪ P(B) n’est
pas valide en général.

Une question bonus, 2 points. Sur l’̂ıle des chevaliers et des coquins il y a un procès: un habitant (appelé
X) a été accusé d’assassiner. Deux autres indigènes (appelés A et B) sont les témoins. Les déclarations
suivantes ont été faites:

X: je suis coupable!
A: Si X est un coquin alors il est coupable.
B: X est un coquin si et seulement si A est un chevalier.
A: C’est vrai.

Question: X, est-il coupable? Précisez votre raisonnement.

1. p ∧ q ≡ q ∧ p commutativité de ∧
2. p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r associativité de ∧
3. p ∧ p ≡ p idempotence de ∧
4. p ∧V ≡ p V est un élément neutre pour ∧
5. p ∧ F ≡ F F est un élément absorbant pour ∧
6. p ∨ q ≡ q ∨ p commutativité de ∨
7. p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r associativité de∨
8. p ∨ p ≡ p idempotence de ∨
9. p ∨V ≡ V V est un élément absorbant pour ∨
10. p ∨ F ≡ p F est un élément neutre pour ∨
11. p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) distributivité de ∧ sur ∨
12. p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) distributivité de ∨ sur∧
13. ¬¬p ≡ p Double Négation
14. ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q Loi de De Morgan
15. ¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q Loi de De Morgan
16. p ∨ ¬p ≡ V Loi de tiers exclu
17. ¬V ≡ F
18. ¬F ≡ V
19. p −→ q ≡ ¬p ∨ q
20. p↔ q ≡ (p −→ q) ∧ (q −→ p)

∀x∀y.P (x, y) ≡ ∀y∀x.P (x, y)
∃x∃y.P (x, y) ≡ ∃y∃x.P (x, y)
¬∀x.P (x) ≡ ∃x.¬P (x)
¬∃x.P (x) ≡ ∀x.¬P (x)

∀x.(P (x) ∧Q(x)) ≡ ∀x.P (x) ∧ ∀x.Q(x)
∃x.(P (x) ∨Q(x)) ≡ ∃x.P (x) ∨ ∃x.Q(x)
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