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1. [7 points] Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si elle est vraie ou fausse. Ce n’est pas
nécessaire de justifier vos réponses a cette quéstion.
(a) Pour tous les ensembles A, B, AU B = A implique B C A.

. Si AUB = A, on doit montrer B C A. Suppose y € B. Donc y € AUB. Mais AUB = A.
Donc y € A. Donc Vy.(y € B — y € A) est vrai. Donc B C A. En effet, AUB = Assi BC A
(exercice).

(b) Si A € P(B) alors P(A) C P(B).
. On sait P(B) = {X | X C B}. Suppose A € P(B). Donc A C B. On doit démontrer:
P(A) C P(B). Suppose S € P(A). Donc S C Aet AC B. Donc S C B. Alors, S € P(B).

(c) Si A={0} alors ANP(A) #0
. e A Aussi ) C A, donc ) € P(A). Donc ) € ANP(A). Donc, ANP(A) # 0.

(d) La formule Va3y.P(x,y) — JyVz.P(z,y) est une tautologie (c.a.d. est valide dans le calcul des
prédicats.)
. On a vu beaucoup des contre-exemples en classe. E.g. soit U = {1,2,3}, et supposons
que P4 ={(1,2),(2,3),(3,1)}. On voit (VzIy.P(z,y))¥ est vrai, mais (pour cette interprétation)
il n’y a pas un seul y tel que P(x,y) est vraie (dans U ) uniformément pour tous les x. C.a.d. la
formule JyVz.P(x,y) n’est pas vraie par rapport & cette interprétation.

(e) Suppose A est un argument avec les premisses (ou hypotheses) p1,...,p, et la conclusion q.
Si une des p; est une contradiction, alors 'argument n’est pas valide.

. L’argument A est valide ssi (par définition) la formule ((p1 A --- A p,) — ¢) est une
tautologie. Si une des formules p; est F, alorson a: (p1 A---App) = q) =(F —¢q) =V. Cad,,
((p1 A -+ Apn) — q) est une tautologie; donc 'argument A est valide.

(f) La contraposée de la phrase “Si a est irrationnel, alors il existe un nombre irrationnel z tel que
% est rationnel” est “Si x® est rationnel pour tout z alors a est rationnel”.

. La phrase est: (a € Q — Jz.(z € Q Az® € Q)). La contraposée de cette phrase est:
(2. (z € QA2 €Q) > acQ) = Vz~(z€QAz*€Q) >acQ)

Ve (zeQVz*¢Q) —acQ)
= Vz(2°€Q—-2€Q)—acQ

qui n’est pas la traduction de “Si x* est rationnel pour tout x alors a est rationnel”.

(g) Soit X un ensemble. Soit A = P(X). Alors la formule Vo € AVy € A(x #y — (x CyVy Cx))
est vraie.

. Soit X = {a,b}, a # b. Suppose x = {a},y = {b} € P(X) . Donc z # y, mais ¢ Z y et
y &

2. [2 points] On considere la formule suivante de la logique des prédicats:
Vee AVy € A(x <y — Jz.(x <z Az < y)).

Lequel des énoncés suivants est correct? Nous utilisons 'interprétation habituelle des symboles.
(Vous n’avez pas besoin de motiver votre réponse.)



A. La formule est vraie si A=Q et A =7Z.

B. La formule est fausse si A =Z et si A = Q.

C. La formule est vraie si A = Z mais elle est fausse si A = Q.
@ La formule est vraie si A = Q mais elle est fausse si A = Z.

Réponse: Evidemment Q satisfait: si 2 < y alors 3z € Q((z < 2) A (2 < y)) (e.g. soit z = (z +¥)/2,
le moyenne). C’est faux pour Z: 1 < 2, mais il n’y a pas un z € Z tel que (1 < 2) A (z < 2).

3. [2 points] Lequel des énoncés suivants est la négation correcte de Va[(Jy.P(z,y)) — x # 2|?
(Vous n’avez pas besoin de motiver votre réponse.)

—Vz[(Jy.P(z,y)) — x # 2] = Fx-[Fy.Pz,y) = x # 2]
Jz.[Fy.P(z,y) A (x = 2)]

4. [4 points] On consideére les propositions suivantes: o« = (pV—q) —r et f=(p — 1)V (-g — 7).
Dans les questions suivantes, vous pouvez utiliser n’importe quelle méthode que vous voulez, mais vous
devez expliquer comment vous arrivez a votre réponse. (Cependant, & mon avis, les tables de vérité
sont une perte de temps!)

(a) La formule « , est-elle une tautologie ?

(b) Est-ce que a = 8 vrai?
Réponse (a),(b) Non, « n’est pas une tautologie et a =  n’est pas vrai. Soit v la valuation v(p) =
v(g) = Veto(r)=F. Alors v(a) = (VVF) > F)=F. Aussiv(f) =(V—-F)V(F > F)=V.
Donc v(«) # v(8), donc « Z S.

5. [5 points] Dans cette question, on vous demande de traduire des phrases francaises dans la logique
des prédicats. Utilisez les symboles suivants:

A(z,y) —x aime y  I(z) — x est intelligent(e) j —Jean m — Marie
L’univers est ’ensemble des étres humains.
(a) Jean n’est pas intelligent, mais Marie I’aime.

(b) Certaines personnes qui aiment Jean aussi aiment quelqu’un d’autre.

¢) Aucune personne qui est intelligent aime plus d’une personne.
(c) A p qui est intelligent aime plus d’ P

Réponses
(a) =I(7) A A(m, j)
(b) Jx.[A(x,j) A “z aime quelquun d’autre.”] = Jz.[A(z,5) A y.(y # j A A(x,y))] *

(¢) =3z.[I(x) A “x aime > 1 personne.”] = —~Jx.[I(x) A JyTz.[y # z A Az, y) N Az, 2))]
V. [I(x) = VyVz.[(Alz,y) A Az, 2)) — (y = 2)]]

IPour éliminer la possibilité du narcissisme (c.a.d. A(wx,z)), vous pouvez peut-étre aussi dire:
Fz.[A(z, ) AJy.(y ANy # x A A(z,y))]. Qu’est-ce qui se passe si A(j,5)7?



6. [5 points]. Dans ce probleme, A et B sont des ensembles arbitraires.

(a) Montrer P(AN B) = P(A)NP(B).

(b) En donnant un contre-exemple explicite, montrent que P’égalité P(A U B) = P(A) U P(B) n’est
pas valide en général.

Réponses:

(a) SEP(ANDB)ssiSCANBssi SCAANSCBssiSeP(A)ANSeP(B)ssiSeP(ANB).

(b) On peut montrer P(A) UP(B) C P(AU B) (exercice!), mais P(A) UP(B) # P(AU B). Voici un
contre-exemple. Soient A = {1,2} et B = {3,4}, et AU B = {1,2,3,4}. Soit S = {2,3}. On voit que
SCAUB,donc S € P(AUB). Mais SZ Aet S B, donc S € P(A) AS & P(B). Donc (par de
Morgan), S ¢ P(A) U P(B).

Vous pouvez aussi donner un calcul ( pas trés élégant): P(A) = {0,{1},{2},{1,2}} et P(B) =
{0,{3},{4},{3,4}} et P(A)UP(B) = {0,{1},{2},{1,2},{3},{4},{3,4}}. Evidemment le cardinalité
= 7, mais le cardinalité de P(A U B) = 16: on manque beaucoup de sous-ensembles! Par exemple

S =1{2,3}.

Une question bonus, 2 points. Sur l'ile des chevaliers et des coquins il y a un proces: un habitant (appelé
X) a été accusé d’assassiner. Deux autres indigénes (appelés A et B) sont les témoins. Les déclarations
suivantes ont été faites:

X: je suis coupable!

A: Si X est un coquin alors il est coupable.

B: X est un coquin si et seulement si A est un chevalier.
A: Clest vrai.

Question: X, est-il coupable? Précisez votre raisonnement.

Cas 1: X est un chavalier. Donc X dit V. Donc il est coupable. Mais, donc on voit que A est aussi un
chevalier (parce que A dit “F— “il est coupable” 7, qui est V.) Donc B dit “F<» V” = F. Donc B est
un coquin. Mais A est un chevalier et il dit (sa derniére phrase) “B dit V”: Impossible-B est un coquin!
Contradiction. Donc X n’est pas un chevalier.

Cas 2: X est un coquin. Donc, d’apres la premiere phrase, il est innocent. Donc A dit F. Donc A est
un coquin. Mais B dit “V+ F? = F. Donc B est un coquin. A dit “B dit V”, mais A est un coquin.
Consistent! Donc la conclusion: | X, A, B: coquins. X est innocent ‘




