MAT?2762 Fondements des mathématiques
Examen Différé
19 Février, 2014.
Professeur: Philip Scott (Ext. 3502)

INSTRUCTIONS:

e Cet examen est composé de 8 questions et deux questions bonus. Tenter les questions bonus
seulement aprés avoir compléter les autres questions.

e Dans les questions & développer, vous devez justifier et préciser vos réponses pour recevoir le
maximum de points. Pour les définitions, soyez précis. (Nous utilisons les expressions «ordre
total» ou «ordre linéaire» de fagon interchangeable.)

e (Calculatrices, notes de cours et manuels ne sont pas permis. S’il vous plait éteindre tous les
téléphones cellulaires

e Ecrivez vos réponses clairement et lisiblement dans le cahier d’examen. Ne pas utiliser d’encre
rouge. Les réponses illisibles ou ambigués sont considérées comme incorrectes.

e Bonne Chance!
1. |9 points] Définitions et réponses courtes. Soyez précis.

a) Donner la définition d’une fonction de choix pour un ensemble A.

) Donner la définition d’une partition d'un ensemble X.

(c) Donner la définition de la réunion disjointe de deux ensembles X et Y.
)

Soit f : X — Y une surjection. D’aprés I’Axiome du Choix, f admet une section g. Cette
fonction g, est-elle nécessairement injective? (Donnez une preuve ou un contre-exemple).

(e) Enoncez le paradoze de Russell.

(f) Donner la définition de I'axiome de séparation de Zermelo (ou, dans Hofstra, 1’axiome de
compréhension restreinte (Restricted Comprehension)). Pourquoi la notion de compréhension
restreinte a été introduite et pourquoi est-elle nécessaire?

(g) Donner la définition d’un ensemble partiellement ordonné.

(h) Soit X un ensemble partiellement ordonné. Soit A C X. Donner la définition de sup(A) (ou
VA).

(i) Enoncez I’hypothése du continu, due a Georg Cantor.

2. [6 points|] Vrai ou Faux? Pour chacun des énoncés suivants, dites s’il est vrai ou faux. Vous
n’avez pas besoin de motiver votre réponse.
(a) Il existe une fonction f: R — @ qui est injective mais pas surjective.

(b) Soit P(x) une formule de la théorie d’ensembles ZF avec une variable libre . Alors, pour
tout ensemble X, la formule Vz € X.P(x) — Jdzx € X.P(z) est une tautologie.

(c) La relation € (de la théorie d’ensembles) est transitive.

(d) Si une des prémisses d’'un argument est fausse, alors 'argument est valide ssi la conclusion
de 'argument est vraie.



(e) La formule Vz.(P(z) V Q(x)) est équivalente & (Vx.P(z) V Vx.Q(z)).
(f) Il est possible qu'il existe deux ensembles A et B tel que A € B et A C B (a la fois).

3. [8 points| Pour chacun des énoncés suivants, discuter briévement de la vérité ou la fausseté de la
déclaration (c.a.d., si la déclaration est fausse, donner un contre-exemple concret; si elle est vraie,
vous devez expliquer pourquoi).

(a) Vous rencontrez trois habitants A, B et C sur l'ile des chevaliers et des coquins. L’habitant A
vous dit: B est un coquin. L’habitant B vous dit: A et C' sont de méme nature. Pouvez-vous
déterminer la nature de ’habitant C7

(b) Si chaque injection A — A est une surjection, alors A est fini.
(c) Tout ensemble fini A est I'image d’une surjection de domaine N.
(d) Tout ensemble infini A est 'image d’une surjection de domaine N.

P(Q), muni de 'ordre d’inclusion C, n’est pas un ensemble totalement ordonné.
La relation vide de A & B est parfois totale méme si B est non-vide.

Pour un ensemble A, A4 est I'ensemble de toutes les fonctions A — A. Vrai ou faux: pour
exactement un ensemble A, il y a une bijection A4 = A. Discutez.

4. |3 points] Soient A, B deux ensembles tel que A # B. Soit Z un ensemble tel que Ax Z = B x Z.
Montrez: Z = 0.

5. [7 points] Soit R® I’ensemble de toutes fonctions de R a R. Soit ~ la relation suivante sur R¥:
pour toute paire de fonctions f,g € R,

f~g ssi {xeR| f(x)#g(x)} est dénombrable ou fini.

(a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
(b) Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont deux a deux en relation ~ ?
i. La fonction d’identité: f(x) = x.
ii. La fonction constante 1: g(x) = 1, pour tout x.
iii. La fonction constante zéro: f(x) = 0, pour tout z.
iv. La fonction caractéristique xg des nombres rationnels.

v. La fonction caractéristique xg\g des nombres irrationnels.

6. [5 points] Soit (A;);en une famille d’ensembles définies comme suit:
Ai={reR|—-27" <z <2}

(a) Calculer (J;cy Ai and (),cy Ai. (Préciser chaque étape de vos calculations)
(b) Pour chacune des fonctions suivantes, préciser en détail se elle est une fonction de choix pour

la famille (A;);en (et si non, pourquoi pas):

s(iy=2"%  tl@)=0; r@{)=2"-1.

7. |7 points] Une fraction dyadique ou rationnel dyadique est un nombre rationnel r € Q qui peut
s’écrire sous forme de fraction avec pour dénominateur une puissance de deux, c.a.d.

r= m€E€Z, neN.

m
on’



(a) [1 point] Donner trois exemples distincts des nombres rationnels dyadiques.

(b) |1 point] Donner trois exemples distincts des nombres rationnels non-dyadiques.
()
(d) |2 points] Montrer que I’ensemble des nombres rationnels non-dyadiques est aussi dénom-
brable.

(Pour les deux problémes (c) et (d), préciser les théorémes du cours que vous employez.)

[3 points] Montrer que I’ensemble des nombres rationnels dyadiques est dénombrable.

8. [10 points] Pour chacun des énoncés suivants, donner un exemple. Vous n’avez pas besoin de
motiver votre réponse.

(a) Une formule ¢ de la logique propositionnelle qui contienne trois atomes distinctes p, g, r et
tel que @ est une contradiction.

(b) Une relation sur I'ensemble A = N qui est transitive et réflexive mais non symmétrique.
(¢) Un ordre partiel sur I’ensemble Q des nombres rationnels qui n’est pas linéaire.
(d) Une fonction f: R — R qui est surjective mais non injective.

)

Une relation d’équivalence R sur l'ensemble Z qui a exactement 4 classes d’équivalences
distinctes mais telle que R n’est pas =4, c.a.d. R n’est pas la congruence modulo 4.

Questions Bonus
1. |2 points] Traduire en calcul des prédicats:

St X est un ensemble de cardinalité > 2, alors il existe un ordre partiel R sur X avec
deux éléments distincts qui soient, pour l'un un minorant de X et et pour autre un
majorant de X

Dans vos réponses, employer seulement le langage de ZF, e.g. les quantificateurs, et le prédicat €.
Vous pouvez aussi utiliser les abréviations, e.g. C (sous-ensemble) et x (produit cartésien).

2. [2 points] Plusieurs sous-ensembles de N peuvent étre définis dans le language d’arithmétique
(codifié dans ZF). Par exemple, I'ensemble des nombres pairs est défini comme suit:

{n € N: 3m € N.n = 2m},
et 'ensemble des nombres premiers est défini comme suit: (soit x|y = Ik € Z.y = kx)

neN:n£0An#1AVm e N.(m|n = (m=1Vm=n))}.

En général, on dit qu'un sous-ensemble A C N est définissable 8'il existe une formule ¢(z) tel que
A ={z eN|p(x)}, ou p(z) est une formule du calcul des prédicats, le symbole € et les opérations
arithmétiques. Est-ce que chaque sous-ensemble A C N des nombres naturels définissable? Précisez
VoS réponses.



