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1. [10 points] Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si elle est vraie ou
fausse. Ce n’est pas nécessaire de justifier vos réponses a cette quéstion.

(a) Une relation réflexive est totale. Vrai
Réponse: Si Vr.xRx, alors Va3dy.x Ry.

(b) Si Ax C = B x C alors A= B. Faux
Réponse: Soient C' =0, A= {0,1} et B = {0}. Donc Ax C = B x C = (), mais
A % B. Pour un exemple plus exotique, on verra (plus tard, mais c¢’est dans mon
feuille de bijections d’ensembles), que N x N = N = {1} x N, mais évidemment,

N {1}.

(c) Si R est une relation symétrique sur A alors R = R. Vrai
Réponse: Ry = yRx = xRy et vice versa.

(d) Chaque fonction surjective {0,1} to {0, 1} est aussi injective. Vrai

Réponse: Les seules deux fonctions surjectives sont (i) I'identité idyg 1y et (ii) le
“twist” 7, ou 7(0) = 1,7(1) = 0. Elles sont bijectives.

(e) Larelation {(z% x)|z € R} sur R est totale mais elle n’est pas fonctionelle. Faux

Réponse: Soit R = {(z%,z)|x € R}. R n’est pas totale: Ya € RIb € R.aRb est

faux: soit a = —1. Il n’y a pas un b € R t.q. —1Rb, parce que —1 n’est pas de la

forme z2.

(f) Soient A, B,C' trois ensembles. Alors A x (B+C) = (A+ B)x (A+C) (*%).
Faux

Réponse: C’est faux pour les ensembles finis: Suppose les cardinalités sont:
|A] = 2,|B|] = 3,|C| = 5. Donc les cardinalités dans (*) sont: 2-(3 +5) =
(24 3)-(245), donc 16 = 35. C’est faux!

(g) La relation < sur Z est une relation d’équivalence. Faux
Réponse: < n’est pas symétrique: 2 < 5, mais 5 £ 2.



(h)

2. [10

Pour les ensembles A, B, on a: xanB = X4 + XB, Ou ¢ représente la fonction
caractéristique d’un ensemble C'. Faux

Réponse: Siz € AN B, xanp(z) =1, mais xa(z) + xp(z) = 2.

Soient A, B deux ensembles. Soit 2 = {0,1}. Alors Q42 =2 QAN OB, Vrai

Réponse: D’apres le théoreme en classe, Q% = P(X). Donc le probléme est
simplement: est-ce que P(ANB) = P(A)NP(B), qui est vrai (il était un probleme
dans notre premiere test, (Mi-session #1) ).

Il existe des relations d’équivalence qui sont aussi fonctionelle. Vrai

Réponse: Les relations identiques A 4 sont simplement les graphes des fonctions
identiques id4.

points| Pour chacuns des énoncés suivants, donner un exemple explicite s’il existe;

si non, expliquez brievement pourquoi il n’existe pas.

(a)

(b)

Une relation sur A = {a, b, ¢} qui est réflexive et transitive mais pas symétrique.
Réponse: Ay U{(a,b)} ou Ay U{(a,b),(a,c)}, etc.

Une relation d’équivalence sur Z qui a exactement 3 classes d’équivalences.
Réponse: Evidemment, = (congruence modulo 3) donne le quotient

Z/=s3 = {[0],[1],[2]}. Il y a des autres exemples: n’import quelle partition de Z
en trois cellules disjointes (et qui forment un recouvrement). Mais pour obtenir le
crédit complet, il faut préciser la relation d’équivalence (r.e.) R induite par votre
partition (les partitions sont en bijection avec les r.e. mais elle ne sont pas r.e.)
Une fonction f: R — R qui est injective mais pas surjective.

Réponse: Soient f(x) = e® ou f(z) = 2%, ete. Ici, Im(f) = (0,00), donc elle
n’est pas surjective.

Une fonction surjective f : N — N tel que f o f n’est pas surjective.

Réponse: f n’existe pas: la composition des fonctions surjectives est surjective.

Une partition de A = {a,b, c} avec exactement 4 éléments.

Réponse: Elle n’existe pas. Une partition de A contienne au plus 3 cellules: la
plus grande partition de A doit contenir trois singletons: {{a}, {b},{c}}.

3. [6 points] On considere ’ensemble A = {a, b, c}. [Pour cette quéstion, vous n’avez

pas

(a)
(b)

besoin de justifier vos réponses|

Donnez toutes les relations d’équivalence sur A.

Pour chacune des relations d’équivalence que vous avez trouvé en (a), décrire la
classe d’équivalence de 1I'élément a.

Réponse: Les relations d’équivalences correspondent aux partitions de A:



Partition de A La relation d’équivalence R La classe [a]

{{a},{b},{c}} k= {(a,a), (b,b), (c,c)} {a}
{{a,b},{c}} R={ a)} {a, b}
{{a},{b;c}} R={ ¢,b)} {a}
{{a,c},{b}} R={ @)} {a, c}

{{a,b,c}} | R={(a,a),(b,0),(c,0), ,(¢,0),(a,0), (b,a)} | {a,b,c}

(¢) Lequel des relations d’équivalence que vous avez trouvé en (a) est la plus petite
relation d’équivalence contenant la relation {(a,b), (¢,c)}?

Réponse: Evidemment, la r.e. R = {(a,a), (b,b),(c,c), (a,b), (b,a)} qui corre-
spond a la partition {{a,b}, {c}}

. [5 points] On consideére 'ensemble A =R x R. On définit une relation ~ sur A:
(I,y) ~ (U,U)@I—U:y—l).

(a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur A.
Réponse:
Réflexive (z,y) ~ (z,y) @ x—x=0=y —y. Clest vrai.
Symétrique Si (z,y) ~ (u,v), alors x —u = y — v, donc u — z = v — y, donc
(u,v) ~ (z,y).
Transitive Si (z,y) ~ (u,v) et (u,v) ~ (v,v") alorsc—u=y—vetu—u =v—2v.
Donc (z—u)+(u—u") = (y—v)+(v—2"), donc z—u' = y—', donc (z,y) ~ (u/,0').
(b) Donnez une description géométrique des classes d’équivalence.
Réponse:  [(u,v)] = {(z,y) € R? | (z,y) ~ (v, 0)} ={(z,y) |y —v =12 —u}.
C’est une collection des points (z,y). Il est simplement une droite parallele a la
droite y = = (c.a.d, avec une pente de 1) qui contient le point (u,v). E.g. [0,0)]
est simplement la droite y = z; [(1,2)] est la droite y = x + 1, etc.

. [5 points] On considere la fonction f: A — B, et la fonction d’image directe f[—]:
P(A) — P(B), définie par f[U] = {f(z)|z € U}. Ici, P(A) est I'ensemble des sous-

ensembles de A. Répondez aux questions suivantes. Expliquez votre raisonnement.

(a) Donner un contre-exemple a 1’égalité suivante: f[UNV] = f[U]N f[V]
(c.a.d. I'égalité n’est pas valide pour toutes fonctions f arbitraires).
Réponse: On a vu dans mes notes que cette équation est valides seulement pour
les f injectives, mais pas en générale. Suppose A = B = {0,1} et U et V sont
sous-ensembles de A disjoints. Disons U = {0} et V = {1}. Soit f la fonction
constante x — 1. Donc f[U] = f[V] = V. Donc f[U]N f[V]=V NV =V. Mais,
flUNV] = f[0] = 0.

(b) Si f est injective, montrer que f[A\ U] C B\ f[U]. (Ici, A\ U représente le
complémentaire de U dans A, etc.)



Réponse: Notons: comme mentionné pendant le test, I’égalité dans (b) n’est pas
valide en générale: on a l'inclusion ici (sauf 'egalité est valide pour les fonctions f
bijectives) (j’ai corrigé ce probleme “doucement”).

Soit x € f[A\ U]. Alors x = f(a), ou a ¢ U. On montre x € B\ f[U]. Suppose
ce n’est pas le cas. Donc z € f[U]. Donc = f(a') pour un certain o’ € U. Donc
fla) = x = f(d’). Par injectivité, a = a/. Donc a = a’ € U. Contradiction. Donc
x ¢ flU], caad., z € B\ f[U]

Question bonus, 4 points. Soit R une relation sur A. On définit une suite des relations
sur A, notée {R,},>1, par: Ry = Ret R,11 = R, 0 R. Soit Ry = U,)~ Bn-

(a)

Montrer que R, est transitive.

Réponse. Ici on écrit aRbRc pour aRb N bRc, etc.

Suppose xR,y et yR.z. Donc il existe m,n € N tel que 2R,y et yR,z. Donc,
z(RoRo---oR)yety(RoRo---0oR)z Donc Jay,--ap— € Aet Ja,---a, €A

n—1
N e g

m fois n fois
tel que

xRa;RasRas - - - a1 Ry et yRajRayRay - --al, Rz

Donc, on a

rRa;RasRas - - - a,,_1 RyRa|Ra,Ray - --al, Rz

Donc 2R, 2, alors xR, 2.

Montrer que R, est la plus petite relation transitive (sur A) qui contient R.

Réponse. Suppose R’ O R et suppose R’ est transitive. Montrer que R’ O R.,. Suppose
TRsy. On montre xR'y. Donc, d’apres xRy, In € N.zR,y. Donc Jaq,---a,_1 € A
tel que xRaiRasRas---a,_1Ry. En général, R n’est pas transitive. Mais on sait que
R C R'. Donc zR'a;R'asR'az---a,_1R'y.

Maintenant, R’ est transitive. Donc zR'y.



