
MAT2762 Fondements des mathématiques
Examen Final

11 décembre, 2012, 9h30-12h30
Professeur: Philip Scott (Ext. 3502)

INSTRUCTIONS:

• Cet examen est composé d’onze questions et une question bonus. La question bonus est plus
difficile que les autres questions. Donc, tenter la question bonus seulement après avoir compléter
les autres questions.

• Dans les questions à développer, vous devez justifier et préciser vos réponses pour recevoir le
maximum de points. Pour les définitions, soyez précis.

• Calculatrices, notes de cours et manuels ne sont pas permis. Aussi s’il vous plâıt éteindre tous les
téléphones cellulaires

• Écrivez vos réponses clairement et lisiblement dans le cahier d’examen. Ne pas utiliser de l’encre
rouge. Réponses illisibles ou ambiguës sont considérées comme incorrectes.

• Bonne Chance!
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1. [8 points] Dans cette question, vous n’avez pas besoin de justifier vos réponses. Mais soyez
précis.

(a) Soit (Ai)i∈I une famille d’ensembles. Donner la définition du produit cartésienne
∏

i∈I Ai.

(b) Donner la définition d’une partition d’un ensemble X.

(c) Définir une fonction de choix pour une famille d’ensembles.

(d) Donner deux versions distinctes de l’axiome du choix.

(e) Donner la définition d’une relation fonctionelle.

(f) Donner le paradoxe de Russell.

(g) Donner la définition d’un argument valide.

(h) Énoncer l’hypothèse du continu.

2. [6 points] Vrai ou Faux? Pour chacune des énoncés suivantes, dites si elle est vraie ou fausse.
Vous n’avez pas besoin de motiver votre réponse.

(a) Si une relation R ⊆ A×A est totale, alors elles est aussi réflexive.

(b) La formule (p ∧ q)→ ¬(q ∨ p) est une contradiction.

(c) La relation diagonale sur l’ensemble A est une relation d’équivalence.

(d) Si la conclusion d’un argument est vraie, alors l’argument est valide ssi les premisses (= les
hypothèses) de l’argument sont vrais.

(e) La formule ∀x.(P (x) ∨Q(x)) est équivalente à ∀x.P (x) ∨ ∀x.Q(x).

(f) Soit A les nombres irrationnels (i.e., A = R−Q ). Alors |A| = |N|.

3. [4 points] Donner un exemple de chacune des situations suivantes. Vous n’avez pas besoin de
motiver vos réponses.

(a) Une relation sur l’ensemble A = {a, b, c} qui est réflexive mais ni symétrique, ni transitive.

(b) Un ordre sur l’ensemble N qui n’est pas linéaire.

(c) Une fonction f : R→ R qui est surjective mais pas injective.

(d) Une relation d’équivalence sur l’ensemble N des nombres naturelles qui a une infinité de
classes d’équivalence.

4. [2 points] Laquelle des formules suivantes est la négation de ∃x∀y.P (x, y) ∨ ¬∀x.Q(x) ?

A. ∀x∃y.¬P (x, y) ∧ ∃x.¬Q(x)

B. ∀x∃y.¬P (x, y) ∧ ∀x.Q(x)

C. ∀x∃y.P (x, y) ∧ ∃x.Q(x)

D. ∃x∀y.¬P (x, y) ∧ ∀x.Q(x)

E. ∃x∀y.¬P (x, y) ∧ ∀x.¬Q(x)
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5. [2 points] Dans cette question, nous utilisons le dictionnaire suivant:

A(x, y) – x aime y F (x) – x aime les frites.

Laquelle des formules suivantes est une traduction correcte de la phrase “Si vous n’aimez pas les
frites alors personne ne vous aime”? (Nous supposons que les variables x et y se réfèrent aux êtres
humains.)

A. ∀x.F (x)→ ¬∃y∀x.A(y, x)

B. ∀x¬(F (x)→ ¬∃y.A(y, x))

C. ∀x(¬F (x)→ ¬∃y.A(y, x))

D. ∀x(¬F (x)→ ∃y.¬A(y, x))

E. ∀x.F (x)→ ¬∀x∃y.A(y, x)

6. [10 points] Pour chacune des énoncés suivantes, discuter brièvement de la vérité ou la fausseté
de la déclaration (c.a.d., si la déclaration est fausse, vous devez donner un contre-exemple concret;
si elle est vraie, vous devez expliquer pourquoi).

(a) Pour tout ensemble infini A, il existe une surjection N→ A.

(b) Une fonction peut avoir plus q’une section.

(c) Il existe un ensemble A avec deux sous-ensembles U, V de A satisfaisant U ∩ V = ∅ et
|U | = |A| = |V |.

(d) Il existe une formule de logique des prédicats qui est vraie dans l’ensemble ordonné (Z,≤)
mais fausse dans (Q,≤).

(e) Le sous-ensemble Q+ = {x ∈ Q | 0 ≤ x}, muni de l’ordre usuel, est bien-ordonné.

7. [7 points] On considère la relation suivante sur Q:

a ∼ b⇔def a− b ∈ Z.

(a) Montrer que c’est une relation d’équivalence.

(b) Préciser la classe d’équivalence de 0.

(c) Montrer que Q/∼ est un ensemble infini [Indication: construire une bijection avec un autre
ensemble infini.]

8. [6 points] Soit A = {1, 2, 3}.

(a) Montrer par un argument diagonal que AN est non-dénombrable.

(b) Soit (Ai)i∈N une famille de parties de R tel que
⋃

i∈NAi = R. Montrer que si l’hypothèse
de continu (HC) est vrai, alors au moins un des Ai doit avoir la même cardinalité que R.
[Indication: utiliser une preuve par contradiction. Vous pouvez utiliser les faits que vous avez
appris dans le cours, mais vous devez indiquer clairement ce que vous utilisez.]

3



9. [5 points] Soit (Ai)i∈N une famille d’ensembles définies comme suit:

Ai = {x ∈ R| − 2−i < x < 2i}.

(a) Calculer
⋃

i∈NAi and
⋂

i∈NAi. (Préciser chaque étape de vos calculations)

(b) Pour chacune des fonctions suivantes, préciser en détail se elle est une fonction de choix pour
la famille (Ai)i∈N (et si non, pourquoi pas):

s(i) = 2−i; t(i) = 0; r(i) = 2i − 1.

10. [8 points] Soit A un ensemble. On considère l’ensemble P(A) des parties de A.

(a) Montrer que la fonction φ : P(A)→ P(A) définie par: φ(U) = U c (le complémentaire de U)
est bijective.

(b) Soient U = {Ui | i ∈ I} une partition de A. Soit U∗ = {φ(Ui)|Ui ∈ U}. Donnez un exemple
d’une partition U de A tel que U∗ n’est pas une partition de A.

(c) Caractériser les partitions U de A tel que U∗ est une partition.

11. [7 points] On considère les deux diagrammes de Hasse suivants pour les ensembles ordonnés
(A,≤) et (B,≤):

•
@@

@ •
~~
~

•

•

•
~~~

•
@@@

(a) Tracer le diagramme de Hasse pour l’ordre léxicographique sur A×B.

(b) Trouver une formule de la logique des prédicats (en utilisant seulement les symboles ≤, =,
les connecteurs propositionnels, les variables et les quantificateurs) qui est vraie dans (A,≤)
but mais fausse dans (B,≤).

(c) Montrer ou trouver un contre-exemple: si (X,≤) et (Y,≤) sont ordres linéaires, alors l’ordre
léxicographique sur X × Y est linéaire.

Quéstion Bonus [5 points] Soit (A,≤) un ensemble partiellement ordonné avec infima binaire (c.a.d
l’infimum

∧
{x, y} = x ∧ y existe pour chaque partie de A de cardinalité 2). Un filtre dans (A,≤) est

une partie F de A avec les propriétés suivantes:
(i) x ∈ F et y ≥ x implique y ∈ F
(ii) x, y ∈ F implique x ∧ y ∈ F .

1. Montrer: pour chaque élément a ∈ A, l’ensemble {y|a ≤ y} est un filtre.

2. Montrer que les parties cofinies de N (c.a.d. les parties de A avec les complémentaires finis)
forment un filtre dans P(N).

Quéstion Bonus 2 [1 point] Mon bureau est un contre-exemple d’une version de l’axiome du choix.
Pourquoi?

Joyeuses fêtes
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