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Instructions :

(a) Vous avez 80 minutes pour compléter ce test.

(b) Le nombre de points disponibles pour chaque question est indiqué entre crochets.

(c) Dans les questions à développer, vous devez justifier vos réponses pour recevoir le
maximum de points.

(d) Tous vos réponses doivent être écrites dans l’espace prévu. Si vous avez besoin d’espace
supplémentaire pour répondre à une question particulière, vous devez continuer au
verso de la page et l’indiquer clairement.

(e) Veuillez écrire votre numéro d’étudiant en haut de chaque page dans l’espace prévu.

(f) Vous n’avez le droit de consulter ni vos notes, ni aucun livre. L’usage de calculatrices,
de téléphones cellulaires, de pagettes et autres n’est pas autorisé.

(g) La dernière page de l’examen peut être utilisée comme brouillon.

Bonne chance !

S’il vous plâıt ne pas écrire dans le tableau ci-dessous.

Question 1 2 3 4 5 6 7 Total
Maximum 4 4 3 7 8 6 6 38

Note
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1. [4 pts] Prouvez l’équivalence suivante par des manipulations algébriques. Voyez la table
des équivalences autorisées à la dernière page du test. Ne sautez aucune étape et dans chaque
étape indiquez le numéro de l’équivalence que vous utilisez.

((X ∧ Y )⇒ Z) ≡ (X ⇒ (Y ⇒ Z))

Solution:

(X ∧ Y )⇒ Z
(1)
≡ ¬(X ∧ Y ) ∨ Z

(20)
≡ (¬X ∨ ¬Y ) ∨ Z

(16)
≡ ¬X ∨ (¬Y ∨ Z)

(1)
≡ ¬X ∨ (Y ⇒ Z)

(1)
≡ X ⇒ (Y ⇒ Z)

2. [4 pts] En utilisant une table de vérité, décidez si l’expression (X∧Y )⇒ Z est équivalente
à (X ⇒ Y ) ∧ (X ⇒ Z).

Solution: Les tables de vérité sont les suivants :

X Y Z (X ∧ Y )⇒ Z

V V V V
V V F F
V F V V
V F F V
F V V V
F V F V
F F V V
F F F V

X Y Z (X ⇒ Y ) ∧ (X ⇒ Z)

V V V V
V V F F
V F V F
V F F F
F V V V
F V F V
F F V V
F F F V

Puisque les deux tables ne sont pas identiques, les deux formules ne sont pas équivalentes.

3. [3 pts] Écrivez la négation de l’énoncé suivant :

∀x ∀y (P (x, y)⇒ (Q(x, y)⇒ ¬R(x, y))).

Simplifiez votre réponse pour qu’elle ne contienne pas le connectif de négation “¬ ”.

Solution:

¬∀x ∀y (P (x, y)⇒ (Q(x, y)⇒ ¬R(x, y))) ≡ ∃x ∃y ¬(P (x, y)⇒ (Q(x, y)⇒ ¬R(x, y)))

≡ ∃x ∃y ¬(¬P (x, y) ∨ (Q(x, y)⇒ ¬R(x, y)))

≡ ∃x ∃y ¬(¬P (x, y) ∨ ¬Q(x, y) ∨ ¬R(x, y))

≡ ∃x ∃y P (x, y) ∧Q(x, y) ∧R(x, y)
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4. [7 pts] Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses, et inscrivez vos
réponses dans les cases prévues à cet effet.

(a) ∃x∈R ∀n∈N (n < x⇒ n2 + 1 = 0)

Solution: Si x = −1, la hypothèse n < x est F pour tout n ∈ N est donc l’impli-
cation est V pour tout n ∈ N. Donc la réponse est V.

(b) ∀x∈R ∃n∈Z (x < n < x+ 1)

Solution: Pour x = 0 (en fait, pour x ∈ Z), il n’existe aucun nombre naturel n tel
que x < n < n+ 1. Donc la réponse est F.

(c) ∀x∈R ∀m,n∈N [(x < m < x+ 1 ∧ x < n < x+ 1)⇒ m = n]

Solution: Si x ∈ Z, l’hypothèse de l’implication est toujours F est donc l’impli-
cation est toujours V. Si x ∈ R \ Z, il existe un est un seul entier n qui satisfait
x < m < x+ 1 est donc l’implication est V. Donc la réponse est V.

(d) ∃α∈R ∀n∈N ∃x∈R (α < x < n)

Solution: Pour chaque α ∈ R, on peut considère n ∈ N qui est plus petit que α
est donc il n’existe aucun x ∈ R tel que α < x < n. Donc la réponse est F.

(e) ∀x,y∈R ∃z∈R (xy = z ⇒ x = y)

Solution: Pour tous choix de x, y ∈ R, on peut prendre z ∈ R tel que z 6= xy.
Donc l’hypothèse est F est l’implication est V. Donc la réponse est V.

(f) ∃x∈Z (x2 + 1 = 0)

Solution: C’est évidemment F.

(g) ∃x∈R (x ∈ Z⇒ x2 + 1 = 0)

Solution: Si x ∈ R \Z (par exemple, si x = 1/2), alors l’hypothèse est F est donc
l’implication est V. Donc la réponse est V.

Solution:
(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g)

V F V F V F V
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5. [8 pts] Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses, et inscrivez vos
réponses dans les cases prévues à cet effet.

(a) {∅} ⊆ {{∅}}.

Solution: L’ensemble vide ∅ n’est pas un élément de l’ensemble {{∅}}, donc {∅}
ne peut pas être un sous-ensemble de {{∅}} et la réponse est F.

(b) {∅} ⊆ ℘(∅).

Solution: L’ensemble vide ∅ est un sous-ensemble de ∅. Donc tous les éléments de
{∅} sont des parties de ∅ et la réponse est V.

(c) {∅} ∈ ℘(∅).

Solution: L’ensemble {∅} n’est pas une partie de ∅ parce que ∅ n’est pas un élément
de ∅ (qui n’a aucun élément). Donc la réponse est F.

(d) A ∪B = A ∩B si et seulement si A = B.

Solution: Si A = B, alors A ∪ A = A ∪ A = A = A ∩ A = A ∩ B. Supposons
A ∪ B = A ∩ B. Alors A ∪ B = A ∩ B ⊆ A et donc B ⊆ A. De la même façon,
A ∪B = A ∩B ⊂ B, donc A ⊂ B. Par conséquent, A = B. Donc la réponse est V.

(e) Quel que soit l’ensemble a, ∩{a} = ∪{a}.

Solution: On a ∩{a} = a = ∪{a}. Donc la réponse est V.

(f) ∩{∅} = ∩{{∅}}.

Solution: On a ∩{∅} = ∅, mais ∩{{∅}} = {∅}. Donc la réponse est F.

(g) Quel que soit l’ensemble a, ℘(a) 6= ∅.

Solution: L’ensemble vide ∅ est une partie de chaque ensemble a. Donc ∅ ∈ ℘(a)
et ℘(a) 6= ∅ (parce que il contient au moins un élément. Donc la réponse est V.

(h) Que que soit l’ensemble a, l’ensemble ℘(a) a toujours au moins deux éléments.

Solution: Si a = ∅, alors ℘(∅) = {∅}, qui a seulement un élément. Donc la réponse
est F.

Solution:
(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)

F V F V V F V F
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6. [6 pts] Quel est l’ensemble
∞⋂
n=2

(
[0, 1− 1/n]∆[1/n, 1]

)
?

Décrivez cet ensemble de manière explicite, sans utiliser ∪,∩,∆, ou \. Vous devez justifier
votre réponse.

Solution: On montre que cet ensemble est {0, 1}. On a
∞⋂
n=2

(
[0, 1− 1/n]∆[1/n, 1]

)
=

∞⋂
n=2

(
[0, 1/n) ∪ (1− 1/n, 1]

)
Puisque 0 ∈ [0, 1/n) et 1 ∈ (1− 1/n, 1] pour tout n = 2, 3, . . . , on sait que

{0, 1} ⊆
∞⋂
n=2

(
[0, 1/n) ∪ (1− 1/n, 1]

)
.

Pour tout x 6∈ [0, 1], on a x 6∈ [0, 1/2) et x 6∈ (1/2, 1]. En addition, pour tout x ∈ (0, 1),
il existe un nombre naturel n1 > 2 tel que x > 1/n1 et un nombre naturel n2 tel que
1/n2 < 1 − x (et donc 1 − 1/n2 > x). Donc, si n = max(n1, n2), x 6∈ [0, 1/n) ∪ (1 − 1/n, 1]
Par conséquent, x 6∈

⋂∞
n=2

(
[0, 1/n) ∪ (1− 1/n, 1]

)
. Donc

∞⋂
n=2

(
[0, 1/n) ∪ (1− 1/n, 1]

)
⊆ {0, 1}

et on a terminé.

7.

(a) [5 pts] Montrez que

A \
⋂
i∈I

Bi ⊆
⋃
i∈I

(A \Bi)

Solution: Soit x ∈ A \
⋂
i∈I Bi. Donc x ∈ A et x 6∈

⋂
i∈I Bi. Par conséquent, il

existe au moins un j ∈ I tel que x 6∈ Bj. Donc x ∈ A \ Bj et puis x ∈
⋃
i∈I(A \ Bi).

On a démontré que chaque élément de A \
⋂
i∈I Bi est un élément de

⋃
i∈I(A \Bi) et

donc A \
⋂
i∈I Bi ⊆

⋃
i∈I(A \Bi).

(b) [1 pt] L’égalité suivante est-elle vraie pour tous les choix de A et Bi, i ∈ I ?

A \
⋂
i∈I

Bi =
⋃
i∈I

(A \Bi)

(Répondez seulement par “Oui” ou “Non.”)

Solution: Soit x un élément de
⋃
i∈I(A \ Bi). Donc il existe au moins un j ∈ I

tel que x ∈ A \ Bj. Par conséquent, x ∈ A et x 6∈ Bj. Puis x 6∈
⋂
i∈I Bi et donc

x ∈ A \
⋂
i∈I Bi. Par conséquent, la réponse est “Oui.”
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Solution: Une autre solution (plus formelle) qui montre l’égalité des deux ensembles au
même temps :

A \
⋂
i∈I

Bi =

{
x : (x ∈ A) ∧ ¬

(
x ∈

⋂
i∈I

Bi

)}
= {x : (x ∈ A) ∧ ¬(∀i∈I x ∈ Bi)}
= {x : (x ∈ A) ∧ (∃i∈I x 6∈ Bi)}
= {x : ∃i∈I [(x ∈ A) ∧ (x 6∈ Bi)]}
= {x : ∃i∈I (x ∈ A \Bi)}

=
⋂
i∈I

(A \Bi)
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Cette page ne contient aucune question.

Table des équivalences autorisées pour la question 1

Équivalence Nom ou commentaire

(1) P ⇒ Q ≡ ¬P ∨Q
(3) P ⇔ Q ≡ (P ∧Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q)
(4) P ⇔ Q ≡ (P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ P )

(5) P ∨ ¬P ≡ V Tiers exclu
(6) P ∧ ¬P ≡ F Contradiction

(7) P ∨ F ≡ P F est neutre pour ∨
(8) P ∧V ≡ P V est neutre pour ∧
(9) P ∨V ≡ V V est “absorbant” pour ∨
(10) P ∧ F ≡ F F est “absorbant” pour ∧
(11) P ∨ P ≡ P Idempotence
(12) P ∧ P ≡ P Idempotence

(13) ¬¬P ≡ P Double négation

(14) P ∨Q ≡ Q ∨ P Commutativité de ∨
(15) P ∧Q ≡ Q ∨ P Commutativité de ∧
(16) (P ∨Q) ∨R) ≡ P ∨ (Q ∨R) Associativité de ∨
(17) (P ∧Q) ∧R ≡ P ∧ (Q ∧R) Associativité de ∧
(18) P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R) Distributivité de ∨ sur ∧
(19) P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R) Distributivité de ∧ sur ∨
(20) ¬(P ∧Q) ≡ ¬P ∨ ¬Q Loi de De Morgan
(21) ¬(P ∨Q) ≡ ¬P ∧ ¬Q Loi de De Morgan
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