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Instructions :

(a) Vous avez 180 minutes pour compléter ce test.
(b) Le nombre de points disponibles pour chaque question est indiqué entre crochets.

(c) Dans les questions a développer, vous devez justifier vos réponses pour recevoir le maxi-
mum de points.

(d) Tous vos réponses doivent étre écrites dans I’espace prévu. Si vous avez besoin d’espace
supplémentaire pour répondre a une question particuliere, vous devez continuer au verso
de la page et 'indiquer clairement.

(e) Veuillez écrire votre numéro d’étudiant en haut de chaque page dans l’espace prévu.

(f) Vous n’avez le droit de consulter ni vos notes, ni aucun livre. L'usage de calculatrices,
de téléphones cellulaires, de pagettes et autres n’est pas autorisé.

(g) La derniere page de 'examen peut étre utilisée comme brouillon.

Bonne chance!

S’il vous plait ne pas écrire dans le tableau ci-dessous.

Question 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 Total
Maximum 4 10 10 3 5) 5 ) 5 ) ) 57

Note
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1. [4 pts] Prouvez I’équivalence suivante par manipulations algébriques.
(X =-Y)VZ]=[(XAY)= 7]

La liste des équivalences permises est au bas de la page. Chaque étape de votre preuve doit
étre justifiée en donnant le numéro de I’équivalence que vous utilisez.

Solution:
(X=-Y)VZZ(-XV-Y)VZ
(g)ﬁ(X/\Y)vZ
YxAY)= 7
’ | Equivalence | | Equivalence
()| P=0Q = -PVQ (10) PvP = P
2)| P&Q = (PAQ)V(-PA-Q) | (11) PAP = P
Bl PeQ = (P=QANQ=P) |(12) -—P = P
4)|PV—-P = V (13) PvQ = QVP
B)|PAN-P = F (14) PANQ = QAP
6)] PVF = P (15) | (PVQ)VR = PV(QVR)
(| PAV = P (16) | (PAQ)AR = PA(QAR)
)] PVV =V (17) | PV(QAR) = (PVQ)N(PVR)
9| PANF = F (18) | PA(QVR) = (PAQ)V(PAR)
(19) ~(PANQ) = —-PV-Q
(20) —~(PVQ) = -PA-Q
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2. [10 pts] Pour cette question, vous devez seulement donner une réponse (c.-a.-d. vous ne
devez pas justifier vos réponses).

(a) Quel est 'ensemble (J77 [+ 32n 4,n%7? Ecrivez votre réponse sous forme d’un intervalle.
Solution: (—4, c0)

(b) Quel est Pensemble (07 (4—%,54=) 7 Ecrivez votre réponse sous forme d’un intervalle.

Solution: [4, 5]
(c) Quel est I'ensemble () [n, 2n + 100) ?
Solution: ()

(d) Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = |z| — 1. Quel est f((—2,3])? Ecrivez votre
réponse sous forme d’un intervalle.

Solution: [—1, 2]

(e) Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = |z| — 1. Quel est f~1((—2,3])? Ecrivez
votre réponse sous forme d’un intervalle.

Solution: [—4, 4]

3. [10 pts| Répondez aux questions suivantes sans justification ou explication.

(a) Considérez I'ensemble A = {(x,y) € R? | zy = 1} U {(0,1)} et les assertions :

P Yoyimer ([(2,01) €A A (2,90) € A] = y1 = 1)
Q : Vormyer ([(31,y) €A N (22,y) € A] = a1 = 22)
R VYaer Jyer[(z,y) € A
S ¢ Fyer Vaer [(2,y) € 4]
U @ Vyer Feer[(z,y) € A]
W [(z,y) & A]

yER vaR xz,

Donnez la valeur de vérité de chacune des six assertions ci-dessus.
Indice : Dessinez un graphe.

Réponses :
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(b) Soit P l'assertion :
Vaier Juser Vyer [(21,4) € B = (22,y) € Bl.

Pour chaque ensemble B donné ci-dessous,
— répondez par V si 'ensemble B satisfait P, et
— répondez par F si B ne satisfait pas P.

(i) B={(r,y) eR?|1<y—2z<2} Réponse:V

(i) B={(z,y) eR*|0<y<e”} Réponse : F

(c) Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(i) Chaque élément maximal d'un ensemble totalement ordonné est un élément maxi-
murmn.

(ii) Tout ensemble bien ordonné a un élément maximal.

(1) (i1)

Réponses :
Vv F
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4. [3 pts| Placez-vous dans le contexte de la théorie axiomatique ZFC des ensembles pour
répondre a la question suivante :

Existe-t-il des ensembles A et B satisfaisant ¥V, [x € A V x € B] ?

Répondez par OUI ou NON et justifiez votre réponse.

Solution: Non. Supposons qu’il existe des ensembles A et B satisfaisant la condition. Dans
la théorie axiomatique ZFC, les réunions existent. Donc A U B existe. Mais, V, (r € AU B) et
donc AU B est I'ensemble de tous ensembles, qui est une contradiction (on an vu en classe que
I'ensemble de tous ensembles n’existe pas).

5. Soit X un ensemble et soit £ un ensemble non vide tel que chaque élément de E est une
relation binaire sur X.

(a) [2 pts] Montrez que NE est une relation binaire sur X.

Solution: Par définition, une relation binaire sur X est un sous-ensemble de X x X.
Donc, tout élément de E est un sous-ensemble de X x X. Soit x un élément de NE. Par
définition, x est un élément de tout élément de E. Donc z est un élément d’un sous-
ensemble de X x X et donc x est un élément de X x X. Par conséquent NE C X x X
et donc NE est une relation binaire sur X par définition.

(b) [3 pts] Montrez que si chaque élément de E est une relation transitive alors NE est une
relation transitive.

Solution: II faut démontrer
Veyzex [((z,y) €ENE A (y,2) € NE) = (z,z) € NE].

Soient x,y,z € X tels que (z,y) € NE et (y,z) € NE. Soit R € E. Donc (z,y), (y,z) €
R. Puisque chaque élément de E (en particulier, R) est transitive, on a (z, z) € R. Donc
(x,2) € R pour tout R € E et donc (z,2) € NE.

6. [5 pts] Définissons une suite par
dy=8, dy =7, et dyo=2d, 1 —d, pourn > 0.

Trouvez une formule pour d,, en termes de n et prouvez que votre formule est correcte.

Solution: Utilisant la formule, on a
d0:8, d1:7, d2:6, d3:57 d4:4,....
Donc on divine que d,, = 8 — n et on le prouve par contradiction. On a d, = 8 — n pour
n=0,1,2,3,4. Supposons que d,, = 8 —n pour n < k+ 1, et montrons que dy,2 = 8 — (k +2).
On a
dpro =2dpy1 —dp =28 = (k+1)) —(8—k)=8—(k+2).
Donc on a d,, = 8 — n pour tout n € N par induction forte.
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7. [5 pts] Rappelez-vous que si A et B sont des ensembles, on définit 'ensemble AAB par
AAB = (A\ B)U (B\ A).

L’ensemble AAB est la différence symétrique de A et B.

Montrez que pour tout choix d’ensembles A, B et C', on a :

AAC C (AAB) U (BAQ).

Solution: Soit z € AAC. Ilyadeuxcas: z € A\CouzeC\A.

Cas 1 :x € A\C.Donconaxée€ Aetx¢gC.On sait que soit = € B soit = € B. Si x € B,
alors x € B\ C C BAC. Six & B, alors x € A\ B C AAB. Donc z € (AAB) U (BAC).

Cas 2 :x € C\ A.Donconaz e Cetx¢g A On sait que soit = € B soit = € B. Si x € B,
alors v € B\ AC BAA.Siz ¢ B, alors v € C\ B C CAB. Donc z € (AAB) U (BAC).
8. Définissez une relation = sur 1’ensemble p(R) par la régle suivante : pour A, B € p(R),
A= B <= l'ensemble AAB est dénombrable.

(a) [4 pts] Montrez que = est une relation d’équivalence sur ’ensemble p(R).
Indice : Utiliser Question 7.

Solution:
Réflexivité : Pour A € p(R), AAA = () est dénombrable, donc A = A,

Symétrie : Soient A, B € p(R) tels que A = B. Donc BAA = AAB est dénombrable.
Donc B = A.

Transitivité : Soient A, B,C' € p(R) tels que A = B et B = C. Par Question 7,
AAC C (AAB) U (BAC).

Puisque AAB et BAC sont dénombrables, on sait que AAC est dénombrable. Donc
A=C.

(b) [1 pt] Quelle est la classe d’équivalence de I'élément () de p(R)?

Solution: Pour A € p(R), AAQ = A. Donc la classe d’équivalence de () et I'ensemble
de tous les sous-ensembles dénombrables de R.
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9. [5 pts] Supposons que A est un ensemble et que f: A — N est une fonction qui satisfait la
condition suivante :

pour tout n € N, l'ensemble f~'(n) est dénombrable.

Rappelez-vous que
fHn) ={ac A f(a) =n}.

Montrez que A est dénombrable.

Solution: Pour tout a € A, on a a € f~!(f(a)). Donc

A= ).

neN

Puisque tout f~!(n) est dénombrable, A est une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables.
Par conséquent, A est dénombrable.

10. Soit X = Fonc(R,R) I'ensemble des fonctions de R dans R. Définissions une relation < sur
X par : pour f,g € X,
g = Vaer (f(2) < g(2)).
(a) [3 pts] Montrez que < est un ordre partiel sur X.

Solution:
Réflexivité : Soit f € X. Puisque V,er (f(z) < f(x)), ona f D f.

Transitivité : Soient f,g,h € X tels que f < g et ¢ < h. Donc pour tout x € R, on a
f(z) < g(z) et g(x) < h(z). Donc pour tout z € R, on a f(x) < h(z). Donc f < h.

Antisymétrie : Soient f,g € X tels que f < g et g < f. Donc pour tout x € R, on a
f(z) < g(x) et g(z) < f(z), donc f(z) = g(x). Donc f = g.

(b) [2 pts] Est-ce que < est un ordre total ? Justifiez votre réponse.

Solution: Non. Soient f : R — R définie par f(z) = x et g : R — R par g(z) = 0.
Puisque f(1) > g(1), on a f 4 g. Puisque f(—1) < g(—1),onag ¢ f.
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