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(1) (10 pts) Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses, et in-
scrivez vos réponses dans les cases prévues à cet effet.

(a) 2 ∈ (0, 1)

(b) ∀x,y [{x} ∈ {y} =⇒ x ∈ y]

(c) ∃x [x ∩℘x 6= ∅]

(d) ∀x ∃y [x ∩℘ y = ∅]

(e) ∀y∃x(x ∈ ℘ y)

(f) ∃x∀y(x ∈ ℘ y)

(g) ∀x ∃y (x ∈ y)

(h) ∀x ∃y (x /∈ y)

(i) ∀A [(A× {0}) ∩ (A× {1}) = ∅]

(j) ∀A [(A× {0}) ∩ ({1} × A) = ∅]

Réponses (V ou F):
(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) (j)

V V V F V V V V V F
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(2) (4 pts) Supposons que A,B sont des ensembles tels que

chaque élément a de A satisfait a ⊆ B.

Montrez que ∪A ⊆ B.

Preuve.
Soit x ∈ ∪A.
Alors il existe au moins un a ∈ A tel que x ∈ a (on choisit un tel a).
On a alors a ⊆ B (en vertu de l’hypothèse dans l’énoncé de la question).
Puisque x ∈ a et a ⊆ B, il s’ensuit que :
x ∈ B.

On a montré que ∀x∈∪A ( x ∈ B ).

Donc on a montré que ∪A ⊆ B.

(3) (2 pts) Soit F = {(x, y) ∈ ω × ω | y = x+} et soit f = (ω, ω, F ). Alors f est une
fonction, selon la définition vue en classe. Cette fonction est-elle surjective ?
(Répondez par oui ou non, et expliquez.)

Solution. La réponse est NON. En effet, la fonction dont on parle est celle-ci :

f : ω → ω, f(x) = x+.

Or, on a vu qu’un des axiomes de Peano affirme que 6 ∃x∈ω ( x+ = 0 ).
Donc 0 n’est pas élément de l’image de f , donc f n’est pas surjective.
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(4) (3 pts) Soit (X,≤) un ensemble totalement ordonné et soit x0 un élément
maximal de X. Montrez que x0 est un élément maximum de X.

Preuve.
Puisque x0 est un élément maximal de X, on a :

(∗) x0 ∈ X et 6 ∃x∈X ( x0 < x ).

Pour montrer que x0 est élément maximum de X on doit montrer que :

x0 ∈ X et ∀x∈X ( x ≤ x0 )

mais en fait on sait déjà que x0 ∈ X, donc il suffit de montrer que :

(∗∗) ∀x∈X ( x ≤ x0 ).

Montrons (∗∗) :

Soit x ∈ X.
Puisque X est totalement ordonné, on a x ≤ x0 ou x0 ≤ x, donc les éléments x
et x0 satisfont une des conditions suivantes :

(i) x < x0 ou (ii) x = x0 ou (iii) x > x0.

En vertu de (∗), il n’est pas possible que (iii) soit satisfaite.
Donc (i) ou (ii) est satisfaite,
donc x ≤ x0.

Donc (∗∗) est démontré et la preuve est terminée.

Remarques. Plusieurs ont interchangé les définitions de maximal et maximum,
donc ils ont démontré que si x0 est maximum alors il est maximal. C’est vrai,
mais ce n’était pas la question.

Plusieurs ont utilisé l’implication

¬(x0 < x) =⇒ x ≤ x0.

Le problème c’est qu’ils ont considéré que cette implication était évidente, et
qu’il n’était pas nécessaire de la démontrer. Cette implication est effective-
ment vraie dans les ensembles totalement ordonnés, mais ceci mérite une
démonstration. Notez bien que l’implication est fausse dans certains ensembles
partiellement ordonnés.
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(5) (5 pts) Soit X un ensemble et soit R une relation binaire sur X satisfaisant :

(i) ∀x,y,z∈X [(xRy ∧ yRz) =⇒ xRz]
(ii) ∀x,y∈X [(xRy ∧ yRx) =⇒ x = y]

On définit une nouvelle relation S sur X par

xSy ⇐⇒ (xRy et x 6= y) où x, y ∈ X.

Montrez que la relation S est transitive.

Preuve. Supposons que x, y, z ∈ X satisfont xSy et ySz. On veut montrer
que xSz, donc on veut montrer que

(a) xRz et (b) x 6= z.

On démontre (a) comme ceci :

xSy =⇒ xRy
ySz =⇒ yRz

}
(i)

=⇒ xRz.

On démontre (b) par contradiction : supposons que x = z.
Alors xRy et yRz et x = z,
donc xRy et yRx,
donc (ii) implique x = y, ce qui contredit xSy. Cette contradiction montre que
x 6= z.

On a montré (a) et (b), donc xSz.
S est donc transitive.

Remarques. Plusieurs ont essayé de démontrer (b) comme ceci :

xSy =⇒ x 6= y
ySz =⇒ y 6= z

}
?

=⇒ x 6= z.

C’est parce qu’ils ont fait l’erreur de penser que la relation 6= était transitive,
alors qu’elle ne l’est pas :

x 6= y ∧ y 6= z 6=⇒ x 6= z.

Certains ont écrit x 6= y 6= z et en ont déduit que x 6= z. C’est la même erreur
que ci-dessus : 6= n’est pas transitive.

Quelques-uns ont fait comme si x 6= z était une évidence qu’on n’avait pas
besoin de démontrer. . .
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(6) (5 pts) Disons qu’un ensemble A est plein si il satisfait:

∀x,y

[
(x ∈ A ∧ y ⊆ x) =⇒ y ∈ A

]

(a) (2 pts) Écrivez une formule logique qui dit “A n’est pas plein”.
(b) (3 pts) Supposons que A et B sont deux ensembles pleins. Montrez que

A ∩B est plein.

Réponse de (a) : ∃x,y

[
x ∈ A ∧ y ⊆ x ∧ y /∈ A

]
.

(b) Supposons que A et B sont deux ensembles pleins. On a donc :

∀x,y

[
(x ∈ A ∧ y ⊆ x) =⇒ y ∈ A

]
(i)

∀x,y

[
(x ∈ B ∧ y ⊆ x) =⇒ y ∈ B

]
.(ii)

Pour montrer que A ∩B est plein, on doit montrer :

(∗) ∀x,y

[
(x ∈ A ∩B ∧ y ⊆ x) =⇒ y ∈ A ∩B

]

Montrons (∗).
Supposons que x, y satisfont x ∈ A ∩B et y ⊆ x.
Alors en particulier on a x ∈ A et y ⊆ x, donc (i) implique y ∈ A.
On a aussi x ∈ B et y ⊆ x, donc (ii) implique y ∈ B.
On a montré que y ∈ A et que y ∈ B,
donc y ∈ A ∩B.

On a montré (∗), donc on a montré que A ∩B est plein.
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(7) (5 pts) On a démontré en classe le principe d’induction suivant :

Si S est un sous-ensemble de ω tel que 0 ∈ S et tel que
∀n [n ∈ S =⇒ n+ ∈ S], alors S = ω.

Considérez maintenant le sous-ensemble S de ω défini par :

S = {x ∈ ω | x ⊆ ω} .

Utilisez le principe d’induction ci-dessus pour montrer que S = ω.

Preuve. Il suffit de montrer les deux affirmations suivantes :
(i) 0 ∈ S
(ii) si n ∈ S alors n+ ∈ S.

Montrons (i) et (ii).

(i) On a 0 ∈ ω et 0 = ∅ ⊆ ω, donc 0 ∈ S.

(ii) Supposons que n ∈ S (donc n ∈ ω et n ⊆ ω).
On veut montrer que n+ ∈ S (donc on veut montrer que n+ ∈ ω et que n+ ⊆ ω).
Puisque n ∈ ω, on a n+ ∈ ω par définition de ω.
On a n ⊆ ω et {n} ⊆ ω, donc n ∪ {n} ⊆ ω, donc n+ ⊆ ω.
Puisque n+ ∈ ω et n+ ⊆ ω, on a n+ ∈ S.

(i) et (ii) sont démontrés, donc S = ω et la preuve est terminée.


