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Espace réservé au correcteur.

1



2

(1) (4 pts) Utilisez la méthode de votre choix pour prouver l’équivalence

(X ∨ Y ) ⇒ Z ≡ (X ⇒ Z) ∧ (Y ⇒ Z).

Si vous choisissez la méthode des “manipulations algébriques,” voyez la table
des équivalences permises à la dernière page du test.

(2) (2 pts) Écrivez la négation de la formule

∀x∃y

(
[P (x, y) ∧ Q(x, y)] =⇒ [R(x, y) ∨ S(x, y) ]

)
,

où P (x, y), Q(x, y), R(x, y), S(x, y) sont des formules avec variables libres x, y.
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(3) (8 pts) Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses, et in-
scrivez vos réponses dans les cases prévues à cet effet.

(a) {{∅}} ⊆ {∅, {∅}}
(b) {∅} ∈ ℘∅

(c) {{∅}} ⊆ ℘{∅, {∅}}
(d) Quel que soit l’ensemble a, ∪{a} = a.

(e) Quel que soit l’ensemble a, ∩{a} = a.

(f) ∪{∅} = ∪∅
(g) Si a = {∅} alors a ∩℘ a 6= ∅
(h) Quel que soit l’ensemble a, si a 6= ∅ alors a ∩℘ a 6= ∅.

Réponses (V ou F):
(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)



4

(4) (4 pts) Supposons que A,B, x sont des ensembles tels que

∅ 6= A ⊆ B et x ∈ ∩B.

Montrez que x ∈ ∩A.
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(5) (4 pts) Soient A,B, C des ensembles et A
f // B

g1 //
g2

// C des fonctions. Sup-

posons que f est surjective et que g1 ◦ f = g2 ◦ f . Montrez que g1 = g2.

(Remarque. On sait déjà que g1 et g2 ont même domaine et même codomaine,
donc il vous reste à montrer que ∀b∈B g1(b) = g2(b).)
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(6) (6 pts) Étant donnés des ensembles A,B, on définit l’ensemble A4B par :

A4B = (A \B) ∪ (B \ A).

Soient A,B,C des ensembles. Démontrez l’inclusion suivante:

A4C ⊆ (A4B) ∪ (B4C).

Conseil: Démontrez d’abord les deux inclusions suivantes:

A \ C ⊆ (A4B) ∪ (B4C), C \ A ⊆ (A4B) ∪ (B4C).
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(7) (7 pts) On définit une relation binaire S sur l’ensemble ℘R par la condition
suivante : étant donnés A,B ∈ ℘R,

ASB ⇐⇒ A4B est un ensemble fini.

(Voir la question 6 pour la définition de A4B.)

(a) (6 pts) Montrez que S est une relation déquivalence sur l’ensemble ℘R.
(b) (1 pts) Soit A = {1, 2, 7} ∈ ℘R. Quelle est la classe d’équivalence de A ?

(Pour (b), donnez seulement la réponse, sans explications.)
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Cette page ne contient aucune question.

Table des équivalences permises pour la question 1

Équivalence Nom ou commentaire

(1) P ⇒ Q ≡ ¬P ∨Q
(3) P ⇔ Q ≡ (P ∧Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q)
(4) P ⇔ Q ≡ (P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ P )

(5) P ∨ ¬P ≡ V Tiers exclu
(6) P ∧ ¬P ≡ F Contradiction
(7) P ∨ F ≡ P F est neutre pour ∨
(8) P ∧V ≡ P V est neutre pour ∧
(9) P ∨V ≡ V V est “absorbant” pour ∨

(10) P ∧ F ≡ F F est “absorbant” pour ∧
(11) P ∨ P ≡ P Idempotence
(12) P ∧ P ≡ P Idempotence
(13) ¬¬P ≡ P Double négation
(14) P ∨Q ≡ Q ∨ P Commutativité de ∨
(15) P ∧Q ≡ Q ∧ P Commutativité de ∧
(16) (P ∨Q) ∨R ≡ P ∨ (Q ∨R) Associativité de ∨
(17) (P ∧Q) ∧R ≡ P ∧ (Q ∧R) Associativité de ∧
(18) P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R) distributivité de ∨ sur ∧
(19) P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R) distributivité de ∧ sur ∨
(20) ¬(P ∧Q) ≡ ¬P ∨ ¬Q Loi de De Morgan
(21) ¬(P ∨Q) ≡ ¬P ∧ ¬Q Loi de De Morgan

Exemple de preuve par manipulations algébriques.
Voici une preuve que X ∨ (X ∧ Y ) ≡ X :

X ∨ (X ∧ Y )
(8)≡ (X ∧V) ∨ (X ∧ Y )

(19)≡ X ∧ (V ∨ Y )

(14)≡ X ∧ (Y ∨V)

(9)≡ X ∧V

(8)≡ X


