Solution du Test 1

(1) (4 pts) Utilisez la méthode de votre choix pour prouver I’équivalence
(XVY)=272 = (X=2)NY=2).

Si vous choisissez la méthode des “manipulations algébriques,” voyez la table
des équivalences permises a la derniere page du test.
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(2) (2 pts) Bcrivez la négation de la formule

ou P(x,y),Q(x,y), R(z,y),S(x,y) sont des formules avec variables libres z, y.

=¥.3, ([P(z,y) A Qz,y)] = [R(z,y) V S(z,9)])
= 3.-3, ([P(z,y) A Qz,y)] = [R(z,y) V S(z,y)])
= 3.V, ~([P(z,y) A Qz,y)] = [R(z,y) V S(z,y)])
= 3.5, ([P(z,y) A Qz,y)] A —[R(z,y) V S(z,y)])
y) A Qz,y)] A [FR(z,y) A =S(z,9)])

P(z,y) A Q(z,y) A = R(z,y) A =S(z,y))

Réponse : 3.V, (P(x,y) A Qz,y) N = R(z,y) A —nS(:v,y))

Remarque : plusieurs ne connaissent toujours pas la négation de X = Y.
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(3) (8 pts) Déterminez si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses, et in-
scrivez vos réponses dans les cases prévues a cet effet.

(a) {21} € {2,{g}} V

{o} € {2,{@}} donc tout élément de {{@}} est élément de {@, {@}},

donc {{@}} C {2, {2}}.

(b) {2} e PO F
Si{o} € P alors {@} C @, donc tout élément de {@} est élément de &,
donc @ € &, ce qui est F.

(c) {{o}} cPio {a}} V
Puisque @ € {@,{o}} on a {g} C {9,{2}}, donc {@} € ©{2,{o}},
donc chaque élément de {{@}} est élément de £{@,{2}}, donc {{@}} C

P{a,{o}}.

(d) Quel que soit I'ensemble a, U{a}=a V
Soit a un ensemble quelconque. Quel que soit z, on a z € U{a} < x est
élément d’au moins un élément de {a} < x € a. Donc U{a} et a ont les
mémes éléments, donc U{a} = a.

(e) Quel que soit 'ensemble a, N{a} =a V
Soit a un ensemble quelconque. Quel que soit z, on a x € N{a} < z est
élément de chaque élément de {a} < = € a. Donc N{a} et a ont les mémes
éléments, donc N{a} = a.

f) {g}=ug V
Montrons que les deux cotés de 1'égalité sont égaux a @.
Si U n’est pas vide alors il existe un élément x € UQ, alors x est élément
d’au moins un élément de @, donc il existe y € @ tel que z € y ; puisque
un tel y n’existe pas, on conclut que Ug = @.
D’autre part (d) montre que U{@} = @. Ainsi, U{@} = UD.

(g) Sia={@}alorsanPa#o V
Onage€eaet € Pa, donc @ e€anPa.

(h) Quel que soit 'ensemble a, si a # @ alors aNfPa # &. F
En effet, a = {{@}} est un exemple d’ensemble qui satisfait a # @ et
aNPa=0.

(@) | (b) | () [(d) [ (e) | (F) | (e) | (h)
VI F|VIV|V|V|V|F

Réponses (V ou F):




(4) (4 pts) Supposons que A, B,z sont des ensembles tels que
g#+ACB et xeNB.
Montrez que x € NA.

Démonstration. Puisque = € NB, on sait que x satisfait

(%) Vees (z € E).
On doit montrer que x satisfait Vgeq (z € E). Voici la preuve :
Soit FE € A.

Puisque A C B,on a F € B.
Puisque E € B, la condition (*) implique
x e b
On a montré que x satisfait Vgea (x € E), donc z € NA. O

Remarques.

e Plusieurs ont commencé la preuve avec “Soit x € NB”, ce qui est un
peu bizarre puisque x nous a déja été donné, donc on n’a pas besoin de
I'introduire une deuxieme fois dans la discussion. C’est une faute mineure
et je n’ai pas enlevé de points.

e Un probleme beaucoup plus grave consiste a ne pas s’apercevoir que ce
qu’il faut prouver c’est la formule Vgea (z € E).

e Quelques-uns ont considéré que, puisque les conditions

VEeB (JIEE) et ACRB

sont satisfaites, il est évident qu'on a Vgeq (x € E). Ce n’est pas une
erreur, mais je considere que ceux-la ont sauté une étape et j’'ai enlevé un
point.
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(5) (4 pts) Soient A, B, C' des ensembles et A N B g:ZI C des fonctions. Sup-

g2
posons que f est surjective et que g; o f = go o f. Montrez que g; = gs.

(Remarque. On sait déja que g; et go ont méme domaine et méme codomaine,
donc il vous reste & montrer que Yyep g1(b) = go(b).)

Démonstration. Montrons que Vyep g1(b) = g2(b).
Soit b € B.
Puisque f est surjective, il existe a € A satisfaisant f(a) = b. Alors
91(b) = 1 (f(a)) = (910 f)(a) = (g20 f)(a) = gz(f(a)) = ga(b),
donc g1(b) = g2(b). O

Remarques :

e Pour démontrer que Vipep g1(b) = g2(b), la moitié des étudiants ont choisi
de ne pas suivre le modele “Soit b € B ... donc g1(b) = g¢2(b).” Ceci a
donné lieu a des démonstrations confuses (et a beaucoup de points perdus).

e Cette question faisait partie de la liste d’exercices disponible deux semaines
avant l’examen.



(6) (6 pts) Etant donnés des ensembles A, B, on définit I'ensemble AAB par :
AAB = (A\ B)U(B\ A).
Soient A, B, C' des ensembles. Démontrez I'inclusion suivante:
ANC C (AAB) U (BAC).
Conseil: Démontrez d’abord les deux inclusions suivantes:

A\ C C (AAB)U(BAC), C\ AC (AAB)U(BAC).

Preuve de A\ C C (AAB) U (BAC).

Soit . € A\ C.
Alorsx € A N x ¢ C.
On a aussiz € B V x ¢ B ; on procede par séparation des cas :
e Supposons que x € B. Alors x € B\ C, donc z € (B\ C)U(C\ B) = BAC,
donc z € (AAB) U (BAC).
e Supposons que x ¢ B. Alors z € A\ B, donc z € (A\ B)U(B\ A) = AAB,
donc z € (AAB) U (BAC).
Donc ¢ € (AAB) U (BAC) (par séparation des cas).

Preuve de C'\ A C (AAB) U (BAC).

Soit x € C'\ A.
Alorsz € C N = ¢ A.
On a aussiz € B V x ¢ B ; on procede par séparation des cas :
e Supposons que x € B. Alors z € B\ A, donc z € (A\ B)U(B\ A) = AAB,
donc x € (AAB) U (BAC).
e Supposons que x ¢ B. Alors z € C'\ B, donc x € (B\ C)U(C'\ B) = BAC,
donc x € (AAB) U (BAC).
Donc ¢ € (AAB) U (BAC) (par séparation des cas).

On sait que si £ C X et FF C X, alors FU F C X. Puisqu’on a montré que
A\ C C (AAB)U (BAC) et que C\ A C (AAB) U (BAC), on peut donc
conclure que

(A\C)U (C\ A) C (AAB)U(BAC),
donc
ANC C (AAB) U (BAQC).
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(7) (7 pts) On définit une relation binaire S sur 'ensemble £ R par la condition
suivante : étant donnés A, B € PR,
ASB <= AAB est un ensemble fini.
(Voir la question 6 pour la définition de AAB.)
(a) (6 pts) Montrez que S est une relation déquivalence sur ’ensemble £ R.

(b) (1 pts) Soit A = {1,2,7} € PR. Quelle est la classe d’équivalence de A ?
(Pour (b), donnez seulement la réponse, sans explications.)

(a-1) Preuve que S est réflexive :
Soit A € PR ; on doit montrer que ASA.

Ona AANA=(A\A)U(A\A) =0U@ =@, donc AAA est un ensemble fini,
donc ASA.

(a-ii) Preuve que S est symétrique :

Supposons que A, B € £ R satisfont ASB ; on doit montrer que BSA.

Puisque ASB, on sait que AAB est un ensemble fini. Puisque
BAA=(B\A)U(A\B)=(A\B)U(B\ A) = AAB,

on voit que BAA est un ensemble fini, donc BSA.

(a-iii) Preuve que S est transitive :
Supposons que A, B,C € ©R satisfont ASB et BSC' ; on doit montrer que
ASC.

Puisque ASB et BSC, on a que AAB et BAC sont deux ensembles finis, donc
(AAB) U (BAC) est un ensemble fini. En vertu de la question précédente on
a AANC C (AAB)U (BAC), donc AAC est un sous-ensemble d'un ensemble
fini, donc AAC est un ensemble fini, donc ASC.

Puisque S est réflexive, symétrique et transitive, S est une relation d’équivalence.

(b) La classe d’équivalence de {1,2,7} est 'ensemble des parties finies de R.

Exercice : démontrez cette aflirmation.



