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e Calculatrices, notes de cours et manuels non permis.

e Si A, B sont des ensembles alors “A = B” signifie qu'il existe au moins une
injection de A vers B.

e Si A, B sont des ensembles alors B4 désigne ’ensemble des fonctions de A vers
B.

e w est ensemble des nombres naturels et nt est le successeur de n.

Espace réservé au correcteur.




(1) (4 pts) Prouvez les équivalences suivantes par manipulations algébriques.

(a) (X=Y)=Y) = (XVY)
(b) (X AN(XVY)) =

La liste des équivalences permises est au bas de la page. Chaque étape de
votre preuve doit étre justifiée en donnant le numéro de I’équivalence que vous
utilisez.
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‘ ] Equivalence | Equivalence
O P==Q = -PVQ (10) PVvP = P
2)] Pe@ = (PANQ)V(-PA-Q)|(11) PAP = P
B)| Pe@ = (PN (Q=P) |(12) --P = P
4)|PV-P =V (13) PvQ = QVP
5)|PA-P = F (14) PAQ = QAP
(6) PVF = P (5) [(PVQ)VE = PV(QVR)
(| PNV = P (16) [ (PANQ)AR = PA(QAR)
8| PVV =V A7) PV(QAR) = (PVQ)A(PVR)
9| PAF = F (18) |PA(QVR) = (PANQ)V(PAR)
()] ~(PAQ) = ~PV-Q
(20) “(PVQ) = =PA-Q




(2) (8 pts) Considérez I'ensemble A = {(z,y) € R?| y = z?} et les assertions :
P: Voy.er ([(z,y) €A A (2,2) € A] = y=2) ?
Q: Voyzer ([(z,2) €A A (y,2) € A] = z=4y) ,T
R: Vaer Jyer [(z,y) € A
R : Jyer Vaer [(z,y) € A

It
St VYyer eer [(7,9) € 4]
S": Jyer Vaer [(7,y) ¢ A

(a) (6 pts) Donnez la valeur de vérité de chacune des six assertions ci-dessus.
(répondez par V ou F, sans expliquer).

PO RJE]| S S

Réponses : \\/ ‘F \\/ F “f \/

(b) (2 pts) Ecrivez la négation des assertions P et R ci-dessus. Simplifiez vos
réponses jusqu’a ce que le symbole “=” ait disparu (vos réponses peuvent
contenir les symboles €, ¢, =, # mais ne peuvent pas contenir —).

Réponses :

-P:

-R:

Y = 31,\3,}6@ "({u})eA A h} 2ehl -—fwo\-z)
= Ay e " ~(~llupenn g eV Ly =2) )
= 31316& ([613)6A Aha DeAlA ’“}ﬁw

R = ame@ \L(}Q\R [(x,}) Enl
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(3) (4 pts) Soit P I'assertion : Vg er Joyer\{a1} Vyer [(:vl, y) € B = (z9,y) € B].

Dans chaque cas ci-dessous, répondez “V” si ’ensemble B satisfait P, répondez
“F” si I'ensemble B ne satisfait pas P. (Aucune explication requise.)

(2) B={(x,y)eR*|y2a?}. Réponse : € ¥
(b) B={(z,y) eR?|y>x* A z#0}. Réponse:‘v
() B={(z,y) e R?| y < z?}. Réponse :\\/

(d) B={(z,y) eR?|y < —z?}. Réponse :F

(0 %//;/ () % ‘ (d)

7 )

(4) (3 pts) Placez-vous dans le contexte de la théorie axiomatique ZFC des ensem-
bles pour répondre a la question suivante :

Eriste-t-il des ensembles A et B satisfaisantVy, [t ¢ A = z € B| ?

Justifiez votre réponse.

\No(\. V&( Covévvu&\&\\ov\: S”R?QSOOS c?/\)\e, MS Q\/\SQW\\a\QS
A e\ W exdhent.  VPor \es cxaomes de ZFC
AVB evsent. .
M\S \}x [i QA\)%
%\i\ esY one CO{\SW’BC\\\Q&?\\@/\ q ’Q\/\Se\f‘(\\o\& de x*“\’\s les

QV\SE\N\\D\QS ey pos) -



(5) (3 pts) On définit 'ordre lexicographique sur I’ensemble N? par
(z,9) < (@) &= [g<a’ v (z=2" A y<y)

ot (z,¥), (z',%') € N2. On a vu en classe que (N2, <) est alors un ensemble bien
ordonné.

Soit A = {(z,y) € N?| zy > 10}. Puisque A est une partie non vide de N2,
A posséde un élément minimum. Quel est cet élément 7 Justifiez votre réponse.

P (V)
% Sovy )b(,})%A o Alors x>z
SV alovs WD Loy

Shooez )l oon o US> u=ll
> U,u))é— (xu(p ‘} ¢

(6) (3 pts) Soit A =NU{z eR|4 <z <5} Si<estlarelation d’ordre usuelle
des nombres réels, alors (A4, <) est un ensemble totalement ordonné. Est-il bien
ordonné 7 Justifiez votre réponse.

Non (4S5 €A s (4,5 nlee ascon
é\éw\m‘* W\\w\\\\mw\f\,

(7) (3 pts) Donnez un exemple d’un ensemble partiellement ordonné (A4, <) et d'un
élément a € A tel que a est un élément maximal de A mais pas un élément
maximum de A.

AZSL\:R»B;L“ N<m & n du 1
Alors 3 esh woynrel wass pes rexmum -
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(8) (4 pts) Etant donnée une relation binaire R sur un ensemble X , on définit une
nouvelle relation S sur X par

zSy <= (zRy A z #Yy).
Montrez que si S est transitive alors R satisfait
Vayex [(zRy A yRz) =z =1y].

Suggestion : preuve par contradiction.

N ons que S est haagtive et que R ne
g&ﬁssx XOLS(L \Qljuaex [ (I’Rsé/\ \3&7@ ?/ﬁ I:;l

Vonc SII}QX ﬂ[(adlé)\}?x\ :aac:ﬂ
Bx»éex [(IR\QAV(}QI;LA ju&al
Boger (x5 Aoy

Mavs S et Mgusrine, Dwe xS

Vo c\é&\ﬁ&&ﬁ on o ~Rx A 2C£EX Qi/u;\
Q%* W Ccy\*rod\ &\ N .

-’
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(9) (4 pts) Supposons que {141}Z cr et {Bj}j s sont des familles d’ensembles qui
satisfont I # &, J # @ et :

(%) Vies Jier (A; C Bj).

Montrez que ﬂAi - ﬂBj.

el JjeJ

( Rappel : la condition z € ﬂ B; est équivalente & Vie; (z € B;). )
jeJ

So\lr ‘\)Céoﬂ AL . %‘

el
Sovr °5E,S, Vor 08 ea Jiet (AZQEQ
Sk 1el hg A €B)
On o x €M, olors e
Dne  Vjeg X€B) ot donc x@}@j\%f
Donc ﬂ AZ c N \%
et

')6‘5 5



(10) (3 pts) On a vu en classe le principe d’induction suivant :
Si S est un sous-ensemble de w tel que & € S et tel que
Vo(n€eS = nteS), alors S = w.

Utilisez ce principe d’induction pour montrer que Ve, (@ € n™).

Sov S =inew| dentt Mudws qr S=w.

(\?m&%\& QS€ ¢+ ‘-’-¢\)i¢&"%¢35 on QSES ]
Soy neS. Aos dhent

Do & € v iy =)

Done N+ €S

Q&\/ e Qv\\(\t:\?Q &‘\\Y‘&\s\é{(u\ d\~AeSS\xS) S:\D~



Pour les questions (11), (12) et (13), vous pouvez utiliser les théorémes
vus en classe ou dans les notes de cours, mais vous devez énoncer
tout résultat que vous utilisez.

(11) (5 pts) Soient A, B; et B, des ensembles et supposons que B; < Bs.
Montrez que Bf < B3

Dewne B Y.
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(12) (5 pts) Soit RR I'ensemble des fonctions de R vers R. Si f, g € RR satisfont
{z € R| f(x) # g(x)} est un ensemble dénombrable

alors on écrit f = g. Montrez que = est une relation d’équivalence sur I’ensemble
RR (soyez prudent avec la transitivité).

Q_@&. %16’\1\ Pv(?;)?crbtﬂ =f qw ost dénambrable.
£Eg

Si"l“ guy PNS QE ,
Mocs ?I e\ %é:):?(x)jstsgc e | \\‘(Od ;ﬁf)(jc)ﬁ

esvdén.  Dond sz

Wov\é xﬁ&é " SU\WGSO(\S %@3 o 3-’: \r\
Hor%\\( oS

{
?xeR | QbO Ot € el CARYCY ¢3(1)3 U%xﬁ?]3(3c) +h()

Sovy ~ <€A | A@ox ng%s\fo&t\\m S\QQQS(W\S O(/M TEB.

Done  §(x)=a(d) o q(x)= =\n(x)
DO(\CC v (0 ‘3\“(13 1 < £A, ww corodichian.

A / ;
D’;;AC;;\- c/\enow\\m&\o\Q (o Cy@(\StWAO(QS\ C\U(\OYV\\DV&HQS)

Yone. A esh C&@V\Q\:\\NO\\O\Q o\ F=h.
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(13) (6 pts) Soit A un ensemble.
Soit {0, 1} I'ensemble de toutes les fonctions de A vers {0, 1}.

Remarquez quesi f € {0,1}4 alors I'ensemble {z € A| f(z) = 1} est un élément
de $A. Ceci nous permet de définir la fonction H suivante :

H: {0,1}" — pA, H(f)={z € A| f()=1}.
Montrez que H est bijective.

S\x?gssev\g ESER
s 3xeh) P)=11=3xeA l3(x):’}
Al & =1l
Vu\si/w, N m@b@\‘/\ \ Q(‘;)?Ol
ot \d,ﬂ,\[%b&) =V 3(3@)?63

Vone. Noen H)=q(x).  Donc P"ﬁ’
Danc S 6\¥\\\(§)QQ¥\\I ,

oy Be P . Tone BEA.
On dehiny  Fe 3o, I pov T

| s1 x€8

r0o) = % 0 =t X E€A

Don(; H((\“)v @
DN\C. 3! QS\' S&Nf 5Qg\\\\le,






