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Preface

Ce sont des notes de cours pour le cours Algebre linéaire I (MAT 2541) a 1'Université
d’Ottawa. Dans ce cours, nous adopterons une approche plus abstraite de ’algébre linéaire
que celle de MAT 1741 (prérequis pour ce cours). Au lieu de travailler uniquement avec des
nombres réels ou complexes, nous généraliserons au cadre ot nos coefficients se situent dans
un corps. Les nombres réels et les nombres complexes sont tous deux des exemples de corps,
mais il en existe d’autres. Nous reviendrons sur des sujets familiers tels que les matrices, les
applications linéaires, les déterminants et la diagonalisation, mais dans ce cadre plus général
et & un niveau plus profond. Nous aborderons également des sujets plus avancés tels que les
espaces duaux, les applications multilinéaires et les espaces pré-hilbertiens. Par rapport a
MAT 1741, ce cours se concentrera davantage sur la justification des résultats et la rigueur
mathématique plutot que sur le calcul. Presque tous les résultats seront accompagnés d’une
preuve et ont demandera aux étudiants de rédiger des preuves dans les devoirs et les examens.

Les annexes contiennent une introduction a l'algébre abstraite et traitent des espaces
vectoriel quotients, y compris le premier théoréme d’isomorphisme. Ce matériel ne sera pas
couvert dans le cours et est inclus ici uniquement pour l’étudiant intéressé qui souhaite
approfondir le sujet.

Notation : Dans ce cours N = Z~o = {0,1,2,3, ...} désigne 'ensemble des entiers positif ou
nul . Si Y est un sous-ensemble d’un ensemble X, alors

X\Y={zeX|zgY}

Remerciement : Certaines parties de ces notes sont basées sur des notes de cours de Barry
Jessup, Daniel Daigle et Kirill Zainoulline.

Alistair Savage


https://alistairsavage.ca

Chapitre 1

Espaces vectoriels

Dans ce chapitre nous introduisons les espaces vectoriels , qui constituent le sujet central
du cours. Vous avez déja étudié les espaces vectoriels dans MAT 1741, et une grande partie
du contenu de ce chapitre devrait vous étre familiére. Le contenu ce chapitre correspondent
a peu prés a [Tre, §1.1, §1.2, §1.7].

1.1 Corps

Dans MAT 1741, vous avez fait de I'algébre linéaire sur les nombres réels et les nombres
complexes. En fait, I’algébre linéaire peut se faire dans un contexte beaucoup plus général :
On peut considérer les “scalaires” comme étant les éléments de n’importe quel objet ma-
thématique appellé un corps. L’étude des corps est un sujet intéressant en soi, mais nous
n’entreprendrons pas cette étude des corps dans ce cours. L’étudiant intéressé est renvoyé a
I’annexe A.6 pour une discussion sur ce sujet.

Pour les besoins de ce cours, nous utiliserons le mot corps seulement pour signifier un
“sous-corps des nombres complexes” ou “un corps fini”, que nous allons définir maintenant.

Definition 1.1.1 (Sous-corps de C). Un sous-corps des nombres complexes C est un sous-
ensemble F' C C qui

(a) contient 1,
est fermé par addition (c’est-a-dire = + y € F pour tout x,y € F),

)

c) est fermé par soustraction (c’est-a-dire x —y € F' pour tout z,y € F),
) est fermé par multiplication (c’est-a-dire zy € F pour tout z,y € F),
)

est fermé en prenant l'inverse multiplicatif d’un élément non nul (c’est-a-dire 27! € F
pour tout z € F, x # 0).

Definition 1.1.2 (corps finis). Soit p un nombre premier. Le corps fini avec p éléments est

I’ensemble
F,=1{0,1,...,n—1}

d’entiers modulo p, avec son addition et sa multiplication habituelles :

T + y = reste aprés division de z + y par p,
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Z - iy = reste aprés division de z - y par p.

Tant que le contexte est clair, nous omettons parfois les barres et, par exemple, écrivons 2
au lieu de 2.

Ezample 1.1.3. (Le corps Fy) Nous avons Fo = {0,1}, ot 0 # 1. Les opérations + et - sur F’

sont définies par :
(+[0]1] o]t

010 et 0{01]0
11 1101

Ezxample 1.1.4. Dans F5, nous avons

3.4-=2, 24+4-=1, —(2)=3, 2'-3
Remark 1.1.5. Nous exigeons que p soit premier dans Definition 1.1.2 car nous voulons que
tous les éléments non nuls d’un corps aient des inverses multiplicatifs. Voir Exercice 1.1.3.

Dans ce cours, le terme corps signifiera soit un sous-corps de C soit un corps fini . (Voir
Définition A.6.1 pour la définition plus générale d’un corps.)

Ezamples 1.1.6. (a) C, R et Q sont des corps.
(b) Les entiers Z ne sont pas un corps car ils ne sont pas fermés par inverse d’un élément
non nul.
(c) L'ensemble R>yp = {z € R | 2 > 0} n’est pas un corps car il n’est pas fermé par
soustraction.

Ezample 1.1.7 (Le corps Q(v/2)). Soit
QV2) = {z +yv2 |2,y € Q).
Alors
QC QW2 CR

Le fait que Q # Q(v/2) découle du fait que v/2 n’est pas un nombre rationnel. Le fait que
Q(v/2) # R découle, par exemple, du fait que v/3 & Q(+v/2) (voir Exercice 1.1.2). Nous le

laissons en exercice (Exercice 1.1.1) la preuve que Q(y/2) est un corps.

Ezamples 1.1.8.  (a) Q(v/3) est également un sous-corps de C.
(b) Q(i) = Q(v/—1) est un sous-corps de C. Nous avons Q C Q(i) € C et Q(i) € R.

On écrit F* pour 'ensemble des éléments non nuls de F', c’est-a-dire
F* = F\{0}.

Nous verrons que la plupart de l'algébre linéaire que vous avez vue dans MAT 1741
peut étre effectuée sur n’importe quel corps. C’est-a-dire que n’importe quel corps peut
servir d’ensemble de « scalaires » dans les systémes d’équations et les espaces vectoriels. Par
exemple, on peut résoudre le systéme

I1—2£L'2:2
$1+$2:0

dans R, C, Q ou F3 (Exercice 1.1.4).

(1.1)
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Exercises.

1.1.1. Prouver que Q(v/2), tel que défini dans I'Exemple 1.1.7 est un sous-corps de C.

1.1.2. Montrer que v/3 € Q(v/2) et donc Q(v/2) et Q(v/3) sont des corps différents. Indice :
Démontrer le résultat par contradiction. Supposons que v/3 = a + bv/2 pour certains a, b €
Q. Montrez que cela conduit & une contradiction, en utilisant le fait que v/2 et /3 sont
irrationnels.

1.1.3. Considérons I’ensemble Fg d’entiers modulo 6, ainsi que la multiplication et 1’addition
de Definition 1.1.2. Montrer que 2 n’a pas d’inverse multiplicatif.

1.1.4. Trouvez toutes les solutions du systéme (1.1) sur les corps R, C, Q et Fs.

1.2 Espaces vectoriels
Pour la suite du chapitre, F' est un corps.

Definition 1.2.1 (Espace vectoriel). Un espace vectoriel sur F est

— un ensemble V' (dont les objets sont appelés vecteurs),

— une opération binaire 4+ sur V appelée addition vectoriel, et

— multiplication scalaire : pour chaque ¢ € F' et v € V, un élément cv € V', appelé la
multiplication scalaire de c et v,

tel que les axiomes suivants soient satisfaits :

(V1) Pour tout u,v € V, nous avons u + v = v + u. (commutativité de l’addition vectoriel)

(V2) Pour tout u,v,w € V, nous avons (u+ v) + w = u + (v + w). (associativité de
laddition vectoriel)

(V3) Il existe un élément 0 € V' tel que, pour tout v € V, v+ 0 =0+ v = v. L’élément 0
est unique et s’appelle le vecteur nul.

(V4) Pour tout v € V, il existe un élément —v € V tel que v + (—v) = 0. L’¢lément —v
est uniquement déterminé par v et est appelé 1’opposé, ou l'inverse additif de v.

(V5) Pour tous les a € F et u,v € V, nous avons a(u + v) = au + av. (distributivité de la
multiplication scalaire sur l’addition vecteur)

(V6) Pour tous a,b € F et v € V, nous avons (a + b)v = av + bv. (distributivité de la
multiplication scalaire sur laddition de corps)
(V7) Pour tous a,b € F et v € V, nous avons a(bv) = (ab)v. (compatibilité de la

multiplication scalaire avec la multiplication de corps)

(V8) Pour tout v € V| nous avons 1v = v, ot 1 désigne 1'unité multiplicative de F'.  (loi
d’unité)
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Remark 1.2.2 (Notation). Dans le cadre des espaces vectoriels , les éléments de F' seront
appelés scalaires. Certaines références utilisent des caractéres gras pour les vecteurs (par
exemple V), tandis que d’autres utilisent des fleches sur les vecteurs (par exemple ©). Nous
n’utiliserons en gras que le vecteur nul , pour le distinguer de I’élément nul 0 du corps F'. En
classe, nous écrirons 0 pour le vecteur zéro (car le gras est difficile a écrire sur un tableau
noir).

Definition 1.2.3 (Espaces vectoriels réels et complexes). Lorsque F' = R dans la défini-
tion 1.2.1, V est appelé un espace vectoriel. Lorsque F' = C dans la définition 1.2.1, V est
appelé un espace vectoriel complezxe.

Ezamples 1.2.4. (a) Pour chaque entier strictement positif n, R est un espace vectoriel et
C" est un espace vectoriel complexe . Ici, I’addition vecteur et la multiplication scalaire
sont les opérations que vous avez apprises dans MAT 1741.

(b) Supposons que F' est un corps. Pour chaque entier strictement positif n,
F"={(zy,...,2n) | 21,...,2, € F'}
est un espace vectoriel sur F' avec des opérations définies par

(xla"wxn)_l_(ylv"wyn) = (xl_l—yla"'?xn_l_yn)v

c(x1, ..., x) = (cxq,. .., cxy),

pour ¢, xi,...,Tn,Y1,---,Yn € F. Les exemples précédents de R" et C" sont des cas
particuliers de cet exemple (ou F' =R et F' = C).

(c) Supposons que F est un corps. Alors pour les entiers strictement positif m et n,
Myn(F) = {A] A est une matrice m x n avec des entrées dans F'}

est un espace vectoriel sur F' avec les opérations habituelles d’addition matricielle et
de multiplication scalaire. Notez que la multiplication matricielle ne joue aucun role
lorsque nous considérons M,, ,,(F') comme un espace vectoriel.

(d) En plus d’étre un espace vectoriel complexe, C est aussi un espace vectoriel réel. Voir
Exercice 1.2.1. De plus, R et C sont tous deux des espaces vectoriels sur Q.

Pour I’exemple suivant, rappelons que deux fonctions f,g: X — Y sont égal, et on écrit
f=g,si f(z) = g(x) pour tout x € X (voir Définition A.5.4).

Ezample 1.2.5 (Espaces fonctionnels). Supposons que X est un ensemble non vide et que
F est un corps. Soit F(X, F) ou F¥ l'ensemble des fonctions de X a F (c’est-a-dire les
fonctions défini sur X et a valeur dans F'). Lorsque X = F', nous écrivons parfois F(F) au
lieu de F(F, F). Si f,g € F(X,F) et ¢ € F, on définit les fonctions f +g,cf € F(X, F) par

(f+9)(@) = f(z) +g(z),  (cf)(z)=cf(z), VzeX

Nous définissons donc 'addition et la multiplication scalaire point par point. Soit 0 €
F(X, F) la fonction définie par 0(x) = 0 pour tout x € X (notez la différence impor-
tante entre le zéro fonction et le nombre zéro). Pour f € F(X, F), définissez —f € F(X, F)
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par (—f)(z) = —f(z) pour tout x € X. Avec ces définitions, F(X, F) est un espace vectoriel
sur F'.

Par exemple, nous pouvons vérifier 'axiome de distributivité comme suit : Pour tout
f,g € F(X,F) et c € F, nous devons montrer que ¢(f + g) = ¢f + cg. Ces deux fonctions
sont égales si elles sont égales en tous points de X, c’est-a-dire si

(c(f +9)(x) = (cf +cg)(z) VzelX

Maintenant, puisque nous savons que la distributivité est vraie dans le corps F', pour tout
r € X nous avons

(c(f+9))(x) = c(f+g)(x) = c(f(x)+9(x)) = cf (x)+cg(z) = (cf)(2)+(cg)(z) = (cf+cg)(x).

Ainsi ¢(f + g) = ¢f + cg et donc 'axiome de distributivité de la Definition 1.2.1 est vé-
rifie. Nous laissons en exercice (Exercice 1.2.2) la vérification des axiomes restants de la
Définition 1.2.1.

Ezample 1.2.6 (C*(R)). Considérez le corps F' = R. Soit
C®(R) ={f|f: R— R a des dérivées de tous les ordres} C F(R,R).

Comme dans 'exemple 1.2.5, nous définissons ’addition et la multiplication scalaire point
par point. Par exemple,
sinz, cosz, e, 2%+ 2° € C®(R),

puisque ces fonctions ont des dérivées de tous ordres (elles sont infiniment différentiable).
Nous affirmons que C*°(R) est un espace vectoriel sur R.

Tout d’abord, il faut se demander si les opérations d’addition et de multiplication scalaire
sont bien définies sur I’ensemble C*°(R). Mais nous savons par les cours d’analyse que si les
dérivées n-ieme de f et g existent, alors les dérivées n-iéme de f + g et cf existent aussi,
pour tout ¢ € R (nous avons (f + ¢)™ = f™ + g et (cf)™ = cf™). Ainsi, C®(R) est
fermé par 'addition et la multiplication scalaire et donc les opérations sont bien définies.

Ensuite, nous devons vérifier que les axiomes de Definition 1.2.1 sont satisfaits. Puisque
la fonction nulle 0 est infiniment différentiable (0’ = 0, 0” = 0, etc.), nous avons 0 € C*(R).
Les axiomes de la définition 1.2.1 sont alors vrais puisqu’ils sont vrais dans F(R,R). Ainsi
C*°(R) est un espace vectoriel sur R.

Ezxample 1.2.7. Soit FF =R et
V={f €C®R)| ['+ [ =0} C C*(R) C F(R,R).
Par exemple, si f(z) = sinz, alors f'(z) = cosz, f"(x) = —sinz, etc.
f"(z) + f(z) = —sinx + sinx = 0,

et donc sinx € V. Pour montrer que V est un espace vectoriel sur R, nous devons mon-
trer qu’il est fermé par addition et multiplication scalaire (alors le reste des axiomes de
Définition 1.2.1 découleront du fait que F(R,R) est un espace vectoriel). Si f,g € V', alors

f+9)"+(f+9)=1"+d"+f+9=("+/)+(¢"+9) =0+0=0,
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et donc f+ ¢ € V. Ainsi V est fermé par addition. Maintenant, si f € V et ¢ € R, nous
avons

(cf) +cf=cf'+cf =c(f"+ f)=c0=0,

et donc ¢f € V. Ainsi V est un espace vectoriel sur R.

Example 1.2.8 (Polynomes). Soit

P(F) = {p| p est un polynéome a coefficients dans F'}
={p(t) = ant" + an1t" "+ ---+ay|nEN, a; € FVi}.

Ici ¢ est une “indéterminée” ou “variable” (un symbole formel qui est manipulé comme s’il
s’agissait d'un nombre). Pour n € N, soit

Po(F)={peP(F)|p=0ou degp <n}
={a,t" +a, 1t" " +---+ao|a; €F pour tous i} C P(F).
Notez la différence entre P(F) et P,(F). Les éléments de P(F) sont des polynomes de

n’importe quel degré et les éléments de P, (F') sont des polynomes de degré au plus n. P(F)
et P, (F') sont tous deux des espaces vectoriels sur F'.

Remark 1.2.9. Un polynéme p(t) = a,t" +a, 1t" ' +- - -+ ag définit une fonction p : F — F.
Plus précisément, p(t) définit la fonction qui mappe ¢ € F a p(c) = a,"+a, 1" 1+ - +ap.
Il y a une différence subtile entre le polynome p(t) et la fonction polynomial p. Par exemple,
si F' = IFy, alors les polynémes

£+t et 0

sont différents, mais ils définissent tous les deux la fonction zéro. Si le corps F' est infini,
alors deux polynomes sont égaux si et seulement s’ils définissent la méme fonction.

Ezample 1.2.10 (Suites infinies). Supposons que F' est un corps. Soit
V:{(al,ag,...) |CL1' GFVZ}

I’ensemble de toutes les suitess infinies d’éléments de F'. Nous définissons I'addition et la
multiplication scalaire composantes par composantes. C’est-a-dire,

(al,ag,...)+(b1,b2,...):(a1+b1,a2+b2,...)

et
clay,ag,...) = (cay,cas,...)
pour (aq,as, ... ), (b1, ba,...) €V, c € F. Nous laissons en exercice (Exercice 1.2.5) la preuve

que V' est un espace vectoriel sur F'.

Definition 1.2.11 (espace vectoriel produit). Supposons que Vi, Vs, ...,V sont des espaces
vectoriels sur un corps F'. On définit

Vix Vox - xV,={(v1,v2,...,0,) |v; €V;, 1 <i<n}.
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On écrit (vq,v,...,v,) = (W, Wa, ..., wy,) si v; = w; pour tout 1 < i < n. Nous définissons
I’addition et la multiplication scalaire par composant :

(V1,0V9, ..., Uy) + (W1, Way ... W) = (V1 + Wi, Vg + Way ..., Uy + W),
c(vy,v9, ..., 0,) = (Cvq,CVg, ..., CVL),
pour (vy,vs,...,0,), (Wi, ws,...,w,) € Vi x Vo x -+ xV, et ¢c € F. Nous appelons Vj x V, x

-« x Vi, le espace vectoriel du produit de Vi, Vs, ..., V,. Voir Exercice 1.2.6.

Exercises.

1.2.1. Vérifiez que les conditions de la définition 1.2.1 sont satisfaites avec V = C et F' = R.
1.2.2. Vérifiez les axiomes restants de la définition 1.2.1 dans 'exemple 1.2.5.
1.2.3. Montrer que P(F') et P,(F) sont des espaces vectoriel sur F.
1.2.4. Fixer un entier strictement positif n. Pourquoi I’ensemble
{apt™ + ap_1t" '+ -+ ag | a; € F pour tous i, a, # 0}
de polyndémes de degré exactement n n’est pas un espace vectoriel sur F'?
1.2.5. Montrez que V, tel que défini dans I'example 1.2.10 est un espace vectoriel.

1.2.6. Montrez que I’espace vectoriel produit (Définition 1.2.11) est en fait un espace vectoriel
sur F'. Autrement dit, montrez qu’il satisfait les axiomes de la définition 1.2.1. Vous devrez
utiliser le fait que chaque V;, 1 <1 < n, est un espace vectoriel sur F.

1.2.7 (|[Ber14, Ex. 1.3.4]). Supposons que V est un espace vectoriel. Soit W =V x V 'espace
vectoriel produit (réel) et définissons la multiplication des scalaires complexes par la formule

(a+ bi)(u,v) = (au — bv,bu + av), a,b€R, (u,v) €W,

Montrer que W est un espace vectoriel complexe .

1.3 Quelques propriétés des espaces vectoriels

Dans cette section, nous déduisons quelques propriétés de base des espaces vectoriels qui
seront utilisées tout au long du cours.

Theorem 1.3.1. Supposons que V' est un espace vectoriel sur le corps F.

(a) Si 0 €V est un vecteur tel que 0’ +v = v pour tout v € V, alors 0" = 0. En d’autres
termes, le vecteur zéro est unique.
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(b) Siv+w =0 pour certains v,w € V, alors w = —v. Autrement dit, l’inverse additif
d’un vecteur est unique (ou, l'opposé d’un vecteur est unique).

(¢) Pour tout v € V, nous avons —(—v) = v.
(d) Pour tout v € V, nous avons Ov = 0.
(e) Pour tout c € F, c0 = 0.

Démonstration. Pour prouver (d), notez que
0v+0v = (0+0)v =0v = 0v.
L’ajout de —0v aux deux codtés donne alors
0v + 0v + (—0v) = 0v + (—0v) = Ov = 0.
Nous laissons la preuve des autres affirmations en Exercice (1.3.1). [
Corollary 1.3.2. Pour tout vecteur v et scalaire ¢, nous avons
c(—v) = —(cv) = (—c)v.

Démonstration. Pour prouver la premiére égalité, notons que

c(—=v)+cw=c(—v+v)=c0=0.
Ainsi ¢(—v) = —cv par 'unicité des opposés (Théoréme 1.3.1(b)). De la méme fagon,

cv+ (—c)v=(c—c)v=0 =0,

et donc (—c)v = —(cv) par 'unicité des négatifs. O
Corollary 1.3.3. Pour chaque vecteur v, nous avons (—1)v = —v.
Démonstration. Nous avons (—1)v = —(1v) = v. O

Theorem 1.3.4 (Le vecteur zéro n’a pas de diviseur). Soit V' un espace vectoriel, v € V' et
¢ un scalaire. Alors cv = 0 si et seulement si ¢ =0 ou v = 0.

Démonstration. Nous savons déja du théoréeme 1.3.1 que si ¢ = 0 ou v = 0, alors cv = 0.
Il reste donc a prouver que si cv = 0, alors ¢ = 0 ou v = 0. Supposons cv = 0. Soit ¢ = 0 ou
¢ # 0. Si ¢ = 0, alors nous avons terminé. Considérons donc le cas restant de ¢ # 0. Alors,
puisque ¢ est un élément non nul d’un corps, il a un inverse multiplicatif. Multiplier les deux
cotés de I'équation cv = 0 par ¢! donne

clov=c'0 = lv=0 = v=0. O

Corollary 1.3.5 (Lois d’annulation). Supposons que u,v sont des vecteurs et ¢,d sont des
scalaires.

(a) Sicu=cvetc#0, alorsu=v.
(b) Sicv=dv etv+#0, alors c =d.
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Démonstration. (a) Puisque ¢ # 0 et tous les éléments non nuls d'un corps ont des
inverses multiplicatifs, nous pouvons multiplier les deux cotés de I’équation cu = cv par ¢+
pour obtenir

cHeu)=clev = (clu=(cle)v = lu=1v = u=v.

(b) cv =dv = cv+ (—dv) = dv + (—dv) = (c—d)v = 0. Alors, depuis v # 0, on

a ¢ —d = 0 par Théoréme 1.3.4. Ajout de d des deux cdtés donne c—d+d =0+d =
c+0=d = c=d.

O

Definition 1.3.6 (Soustraction de vecteurs). Pour les vecteurs u, v, on définit

u—v=1u-+(—v).

Exercises.

1.3.1. Compléter la preuve du Théoréme 1.3.1.

1.3.2 ([Berl4, Ex. 1.4.1]). Montrer que, dans un espace vectoriel :
(a) u—v =0 siet seulement si u=1v;
(b) u+ v = z si et seulement si u = z — v.

1.3.3 ([Berl4, Ex. 1.4.2]). Soit V un espace vectoriel sur un corps F'.

(a) Montrer que si v € V' est un vecteur fixe non nul, alors I'application f: F — V définie
par f(c) = cv est injective.

(b) Montrer que si ¢ est un scalaire fixe non nul, alors 'application g: V' — V définie par
g(v) = cv est bijective.

Vous devez utiliser directement la définition des applications injectives et bijectives, et ne
pas utiliser toutes les propriétés des applications linéaires (un sujet que nous n’avons pas
encore abordé).

1.3.4 (|Berl4, Ex. 1.4.3]). Supposons que v est un vecteur fixe dans un espace vectoriel V.
Prouver que la cartographie

T:V =V, 7(u)=u+uv,
est bijective. (Cette application s’appelle translation par le vecteur v.)

1.3.5 (|Berl4, Ex. 1.4.4]). Prouver que si a est un scalaire non nul et v est un vecteur fixe
dans un espace vectoriel V| alors I’équation ax + v = 0 a une solution unique z € V.

1.3.6. Supposons que, dans un espace vectoriel V', un vecteur v € V ait la propriété que
u+ v = v pour quelques v € V. Prouver que u = 0.
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1.4 Combinaisons linéaires

Definition 1.4.1 (Combinaison linéaire). Supposons que V' est un espace vectoriel sur un
corps F'. Sivy,vg,...,0, € Vet ey, e, ..., c, € F, alors le vecteur

C1V1 + CoUg + -+ - + CprU,

s’appelle une combinaison linéaire de vq,vo,v,. Les scalaires cq,co,...,c, sont appelés les
coefficients de la combinaison linéaire.

Ezample 1.4.2. Dans l'espace vectoriel F(R,R),
2sinz — 3¢” + 51 — 8|z
est une combinaison linéaire des vecteurs sinz, e®, z° et |z|.

Ezample 1.4.3 (Fonctions d’onde en physique). La théorie des espaces vectoriels joue un role
important dans de nombreux domaines de la physique. Par exemple, en mécanique quantique,
I’espace des fonctions d’onde qui décrivent I'état d’un systéme de particules est un espace
vectoriel. Le principe de superposition, qu'un systéme puisse étre dans une combinaison
linéaire d’états, correspond au fait que dans les espaces vectoriels , on peut former des
combinaisons linéaires de vecteurs. C’est la théorie qui sous-tend l'expérience de pensée
connue sous le nom du Chat de Schrodinger.

Definition 1.4.4 (sous-espace engendré). Supposons que V' est un espace vectoriel sur F' et
v, V. ..,0, € V. Alors

Span{vy, va, ..., v, } = {c1v1 + cova + - - -+ cuun | €1,y .. 0 € F}

est ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vq,vo,...,v, et s’appelle le sous-
espaces engendré par cet ensemble de vecteurs (on dit aussi parfois le “Span” comme en
anglais pour aller plus vite). Lorsque nous souhaitons mettre 'accent sur le corps avec le-
quel nous travaillons (par exemple si nous travaillons avec plusieurs corps), nous écrivons

Spang{vy,...,v,}. Notez que [Tre| utilise la notation L{v1,...,v,}.
La notation Vect{vy,...,v,} est aussi assez courante (surtout dans les référence en fran-
cais).

Ezample 1.4.5. Rappelez P, (F) = {a,t"+---+ag | a; € F'} de 'exemple 1.2.8. Nous avons
P,(F) = Span{1,t,1*, ... 1"},

ou ici 1 désigne le polynomial constant (correspondant a la fonction 1(¢) = 1 pour tout
cel).
Ezample 1.4.6. Considérons 'espace vectoriel F(R,R). En utilisant les formules de somme
trigonométrique, nous avons

™ ™ . LT 1 L.
cos (x+ Z) = coszcos  —sinzsin g = —=cosz — —=sinz.

442 V2

Ainsi cos (x + %) est une combinaison linéaire de cos x et sin x et donc cos (:r; + %) € Span{cos z,sinz}.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Chat_de_Schr%C3%B6dinger
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Ezamples 1.4.7. (a) Considérez C comme un espace vectoriel sur C. Nous avons C =
Spanc{1} puisque nous pouvons écrire z = z1 pour n’importe quel z € C.

(b) Considérez C comme un espace vectoriel sur R. Puis C = Spang{1,¢}. Puisqu’on peut
écrire n’importe quel nombre complexe comme a + bi pour certains réel nombres a, b.

(¢) Considérez R comme un espace vectoriel sur Q. Puis Spang{1, v2} = Q(v/2), le corps
de Exemple 1.1.7.

Ezxample 1.4.8. Considérons ’espace vectoriel ™ sur F', pour un certain corps F'. Soit
ep =(1,0,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,...,0,0,1).
Ainsi, pour 1 <i¢ <n, e; aun 1 a la ¢-iéme position et des zéros partout ailleurs. Alors
F" = Spang{ej,es, ..., e,}

puisque tout vecteur a = (aq, as, ..., a,) € F™ peut s’écrire

n

a=ae; +asey + -+ ane, = E ALe.
k=1

Par conséquent, chaque vecteur dans '™ est une combinaison linéaire des vecteurs e, es, . . ., €,.

Exercises.

1.4.1. Dans C*, exprimez le vecteur (2 + 4,3 — 74,0, —6) sous la forme d’une combinaison
linéaire de ey, €9, €3, €4 (voir Exemple 1.4.8).

1.4.2. Montrer que, dans tout espace vectoriel, u — v est une combinaison linéaire de u et v.

1.4.3. Pour chacun des énoncés suivants, déduire si I’énoncé est vrai ou faux. Justifiez vos
réponses.

(a) Dans R?, le vecteur (3,1, —7) est une combinaison linéaire de (1,0, 1) et (2,0, 3).

(b) Dans R3, le vecteur (3,0, —7) est une combinaison linéaire de (1,0,1) et (2,0.3).

(c) Pour tout espace vectoriel V' et u,v € V| le vecteur u est une combinaison linéaire de
u—vetu+uv.

1.4.4 ([Berl4, Ex. 1.5.8]). Dans l'espace vectoriel P(F') (Exemple 1.2.8), soit
p(t) = 2% =52 + 6t — 4, q(t) =13+ 61>+ 3t +5, r(t) = 4> =3t +7T.

r est-il une combinaison linéaire de p et ¢ 7 Justifiez votre réponse.
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1.5 Sous-espaces vectoriel

Definition 1.5.1 (Sous-espace). Supposons que V' est un espace vectoriel sur un corps F.
Un sous-ensemble U C V' est appelé un sous-espace vectoriel (ou plus simplement just un
sous-espace) de V' si

(a) 0 €U,
(b) U est clos par addition vectoriel : v + v € U pour tout u,v € U.
(c) U est fermé par multiplication scalaire : cu € U pour tout u € U et ¢ € F.

Theorem 1.5.2 (Les sous-espaces sont des espaces vectoriel). Si U est un sous-espace d’un
espace vectoriel V', alors U est un espace vectoriel.

Démonstration. Par Définition 1.5.1, ’addition vecteur et la multiplication scalaire sont bien
définies sur U. Puisque 0 € U et —v = (—1)v € U pour tout v € U, on voit que les axiomes
(V3) et (V4) d'un espace vectoriel sont satisfaits. O

Ezxamples 1.5.3. (a) Si V est un espace vectoriel sur un corps F, alors {0} et V sont tous
deux des sous-espaces de V. Ceux-ci sont appelés les sous-espaces triviaux. Ils sont
différents si V' # {0}.

(b) Supposons A € M,,,(F). Alors

KerA={ve F"| Av =0}

est un sous-espace de F". On vérifie les axiomes de la définition 1.5.1. Depuis A0 = 0,
nous avons 0 € Ker A. Si u,v € Ker A, alors A(u+v) = Au+ Av =040 = 0 et donc
ut+veA SiueKerAetceF,alors A(cv) = ¢(Av) = ¢0 = 0 et donc cv € Ker A.

(c) Considérez C comme un espace vectoriel sur R. Alors Spang{1} = R est un sous-espace
de C sur R.

(d) Considérez C comme un espace vectoriel sur C. Alors les seuls sous-espaces sont {0}
et C.

(e) Plus généralement, pour tout corps F', on peut considérer F' comme un espace vectoriel
sur lui-méme. Nous le laissons en exercice (Exercice 1.5.1) pour montrer que les seuls
sous-espaces sont {0} et F.

(f) L’ensemble

V={fe FR,R)| f(z) >0V xeR},

n’est pas un sous-espace de F(R,R) car il ne contient pas l'inverse additif de chaque
élément de V. (Donc ce n’est pas un espace vectoriel, donc pas un sous-espace par
le théoréme 1.5.2.) Par exemple, f(z) = 2 est une fonction dans V', mais I'inverse
additif —f est défini par (—f)(x) = —z? et donc —f n’est pas dans V (puisque, par
exemple (—f)(1) = —1 < 0). L’ensemble V' n’est pas non plus fermé par multiplication
scalaire (voir Exercice 1.5.2).

(g) L’ensemble C*°(R) est un sous-espace de F(R,R). L’ensemble
{feC>®)|f"+f=0}

est un sous-espace de C*°(R) et un sous-espace de F (R, R).
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(h) Pour tout n € N, P,(F) est un sous-espace de P(F'). Lorsque F' = R, si nous considé-
rons les polynoémes comme des polynomes les fonctions, alors P, (R) est un sous-espace
vectoriel de C*°(R) puisque les polynoémes sont infiniment différentiables.

(i) Pour un corps F', soit
W ={peP(F)]|p(1) =0}

On vérifie que W est un sous-espace de P(F'). Depuis 0(1) = 0, nous avons 0 € W.
Supposons p,q € W alors

(p+q)(1) =p(1) +¢(1) =0+0=0,

et donc p+q € W. Enfin, sip e W et ¢ € F, alors

(ep)(1) = ep(1) = ¢- 0 =0,

et donc cp € W. Ainsi, W est bien un sous-espace de P.

(j) Pour un corps F, soit
V={pePF)|pl) =1}

Puisque 0(1) =0# 1, 0 € V et donc V n’est pas un sous-espace de P(F'). L’ensemble
V' viole aussi les autres axiomes d'un sous-espace mais on peut s’arréter la car dés
qu’un ensemble viole un des axiomes, nous savons que ce n’est pas un sous-espace.

Theorem 1.5.4. Sivy, vy, ..., v, sont des vecteurs dans un espace vectoriel V , alors Span{vy, va, ..., v, }
est un sous-espace de V.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est exactement comme la preuve du cas particulier
ot le corps est R (que vous avez vu dans MAT 1741). O

Definition 1.5.5 (Somme et intersection de sous-ensembles). Supposons que M et N sont
des sous-ensembles d’'un espace vectoriel V' (notez qu’ils n’ont pas besoin d’étre des sous-
espaces). Nous définissons

MNN={veV]|veMetve N}, et
M+ N={u+v|ueM, ve N}

Ceux-ci sont appelés Iintersection et la somme (respectivement) de M et N.

Theorem 1.5.6. Si U et W sont sous-espaces d’un espace vectoriel V', alors UNW et U+ W
sont également des sous-espaces.

Démonstration. Montrons que U + W est un sous-espace. Comme 0 € U et 0 € W, on a ¢a
0=04+0cU+W.

Maintenant, nous montrons que U 4+ W est fermé par addition vectoriel. Supposons que
v=u+wetv =u+w sont deux vecteurs dans U + W (c’est-a-dire wu,u’ € U et
w,w" € W). Alors

v+v = (utw)+ W) = (u+u)+ (w+w).
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Puisque U est un sous-espace, il est fermé par addition vectoriel et donc u+u" € U. De méme,
puisque W est un sous-espace, w + w’ € W. Ainsi v + " € U + W. Enfin, nous montrons
que U + W est fermé par multiplication scalaire. Supposons que v = u+w € U + W (avec
uweUetweW). Alors
cv = c(u+ w) = cu+ cw.

Puisque U est un sous-espace, il est fermé par multiplication scalaire. Ainsi cu € U. De
méme, cw € W. Par conséquent, cv € U + W. Nous avons donc montré que U + W est un
sous-espace.

Nous laissons en exercice (Exercice 1.5.3) la preuve que U N W est un sous-espace de V.
En fait, c’est aussi un sous-espace de U et W (car UNW CU et UNW CW). [

Ezample 1.5.7. Supposons V = F3 U = {(2,0,0) | z € F}, W = {(0,y,0) | y € F}. Nous le
laissons en exercice (Exercice 1.5.4) pour montrer que U et W sont des sous-espaces de V,
et que U+ W = {(x,y,0) | x,y € F} (qui est aussi un sous-espace). Notez que

U = Span{(1,0,0)}, W = Span{(0,1,0)},
U+ W = Span{(1,0,0),(0,1,0)}, Unw ={0}.

Corollary 1.5.8. Supposons que U, W sont des sous-espaces d’un espace vectoriel V' sur F.
Alors,
(a) UNW est le plus grand sous-espace de V' contenu & la fois dans U et W (c’est-a-dire
si X est un sous-espace de V tel que X CU et X CW, alors X CUNW), et

(b) U+ W est le plus petit sous-espace de V' contenant a la fois U et W (c’est-a-dire, si
Y est un sous-espace de'V tel que U CY etV CY, alorsU+W CY).

Démonstration. (a) Supposons que X est un sous-espace de V tel que X C U et X C W.
Puis X C U NW par la définition de 'intersection U N W.

(b) Supposons que Y est un sous-espace de V telque U CY et W C Y. Soit v € U+ W.
puis v = u 4+ w pour certains u € U et w € W. Comme v € U C Y, nous avons u € Y. De
méme, w € W C Y implique w € Y. Puisque Y est un sous-espace, il est fermé par addition
vectoriel et donc v = u+w € Y. Nous avons donc montré que chaque élément de U + W est
un élément de Y. Donc U + W C Y.

]

Definition 1.5.9 (Somme directe). Supposons que V' est un espace vectoriel et que U, W
sont des sous-espaces de V tels que

(a) UNW = {0}, et
by U+ W =V.
On dit que V est la somme directe de U et W et écrivez V =U & W.

Ezample 1.5.10. Supposons que F' est un corps, V = F?,
U={(z,0)|z€ F}, et W={(0,2)|xe€ F}.

Alors UNW = {0} et U + W = V puisque tout vecteur (z,y) € V peut étre écrit comme
(z,y) = (2,0)+(0,y) € U+W. Ainsi V = U @ W. Parfois, cela s’écrit F? = F' & F', ol nous
avons identifié¢ U et W avec F' (en ne considérant que la composante non-nul).
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Theorem 1.5.11. Supposons que U et W sont des sous-espaces d’un espace vectoriel V. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) V=UaW,
(b) Pour chaque v € V, il y a une unique pair d’éléments u € U et w € W tels que
V=U+w.

Démonstration. Nous montrons d’abord que (a) implique (b). Donc on suppose (a) est vrai.
Supposons v € V. Puisque V = U + W, il existe u € U et w € W tel que v = u + w.
Supposons maintenant que v = u’ 4+ w’ pour certains v’ € U et w' € W. Alors

O=v—v=(u+w)—W-v)=@w-u)+(w-v) = v—u =vw —w.

Maintenant u — « € U puisque U est un sous-espace (donc fermé par addition vectoriel et
multiplication scalaire). De méme, w’ —w € W. Doncu—v' € Uet u—uv' =w—w' € W.
Ainsi u — v € UNW. Mais UNW = {0}. Donc u — v =0 et w—w' =u —u' = 0. Donc
u =" et w = w'. Par conséquent, la représentation de v sous la forme v = u + w est unique.

Nous laissons en exercice (Exercice 1.5.7) la preuve que (b) implique (a). O

Si U, W et V satisfont les conditions équivalentes du Théoréme 1.5.11, on dit que W est
un supplaimentaire & U dans V. Bien siir, il s’ensuit que U est également un supplaimentaire
de W.

Remark 1.5.12. Pour montrer que S est un sous-espace d'un espace vectoriel V' sur un corps
F. il suffit que 0 € S et

u,ve S, c,de FF = cu+dv€ES.

Pourquoi ? Prenez ¢ = d = 1 pour voir que S est fermé sous I'addition vectoriel , puis prenez
d = 0 pour voir que S est fermé sous la multiplication scalaire.

Exercises.

1.5.1. Supposons que F' est un corps et considérons F' comme un espace vectoriel sur lui-
méme. Montrez que les seuls sous-espaces sont {0} et F.

1.5.2. Trouvez un exemple pour montrer que V', tel que défini dans Exemple 1.5.3(f) n’est
pas fermé sous la multiplication scalaire.

1.5.3. Compléter la preuve du Théoréme 1.5.6 en montrant que U N W est un sous-espace
de V.

1.5.4. Prenons l'exemple 1.5.7.

(a) Montrer que U et W sont des sous-espaces de V.
(b) Montrez que U + W = {(z,9,0) | z,y € F'}.
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1.5.5. Supposons V = F3 U = {(z,0,2) |,z € F}, W ={(y,y+ 2,2) | y, 2z € F'}.
(a) Montrer que U et W sont des sous-espaces de V' et que

U = Span{(1,0,0),(0,0,1)}, W = Span{(1,1,0),(0,1,1)} = Span{(1,0,—-1),(0,1,1)}.

(b) Montrez que U + W = F*.
(c) Montrez que U N W = Span{(1,0,—1)}.

1.5.6 (|Berl4, Ex. 1.6.5]). Soient M, N et P des sous-espaces d’un espace vectoriel V.

(a) Montrez que, si M C P, alors PN (M + N) =M+ (PN N). (c’est ce qu’'on appelle la
loi de modularité pour les sous-espaces.)

(b) Donnez un exemple pour montrer que, en général, PN (M + N) # (PNM)+(PNN).
Indice : Soit V = R? et soit P, M et N trois droites distinctes passant par 1'origine.

1.5.7. Compléter la preuve du Théoréme 1.5.11 en montrant que (b) implique (a).
1.5.8. Soit U = Spang{(1,1)} et V = Spang{1,—1)}. Montrez que R =U & V.

1.5.9. Soit X un ensemble non vide et soit F' un corps. Rappelez-vous que F(X, F') est
I'ensemble des fonctions de X & F' et est un espace vectoriel sur F' (voir Exemple 1.2.5).
Soit Y un sous-ensemble non vide de X. Montrez que

V={feFX,F)| flz)=0VzeY}
est un sous-espace de F (X, F).

1.5.10 ([Berl4, Ex. 1.6.13]). Soit V' = F(R,R) l'espace vectoriel de toutes les fonctions
z: R — R (voir Exemple 1.2.5). On dit que y € V est pair si y(—t) = y(t) pour tout t € R
et on dit que z € V' est impair si z(—t) = —z(t) pour tout ¢ € R. Soit

M ={y eV |yest pair} et N ={z€V |z estimpair}.

(a) Montrer que M et N sont des sous-espaces de V et que V=M & N. Indice : Siz €V,
considérons les fonctions y et z définies par

(x(t) = x(=1)).

N | —

(x(t) +z(—t)) et z2(t) =

N —

y(t) =

(b) Que dit (a) pour z(t) = €' ? Indice : Pensez aux fonctions trigonométriques hyperbo-
liques.

(¢) Que dit (a) pour une fonction polynomiale x 7

1.5.11. Supposer
V=VixVy, M ={(21,0) |z, €Vi}, My={(0,22) ]2 €V}

Prouver que V = M; & M.
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1.5.12 (|Berl4, Ex. 1.6.18|). Soient M et N des sous-espaces d’un espace vectoriel V' dont
I'union M U N est aussi un sous-espace de V. Prouver que M C N ou N C M. Indice :
Essayez la preuve par contradiction. Supposons qu’aucun de M, N ne soit contenu dans
I’autre. On peut alors choisir des vecteurs y € M, z € N tels que y € N, 2 ¢ M. Pensez a
la somme y + z.

1.5.13. Donner un exemple d’espace vectoriel V' avec deux sous-espaces U et W tel que UUW
n’est pas un sous-espace de V.



Chapitre 2

Applications linéaires

En régle générale, chaque fois que l'on introduit un nouveau type d’objet mathématique
(comme les espaces vectoriels ), il est important de considérer la notion naturelle d’application
entre eux. Cela nous permet d’étudier les relations entre ces objets. Dans le cas des espaces
vectoriels , la notion naturelle d’applications entre eux sont les applications linéaires. La
contenu de ce chapitre corresponds a peu prés a [Tre, §§1.3-1.6].

2.1 Définition et exemples

Definition 2.1.1. Supposons que V et W soient des espaces vectoriels sur le méme corps
F. Une fonction T: V — W est dite linéaire si

(a) T(v+w) =T(v) +T(w) pour tous les v,w € V, et
(b) T(cv) = T'(v) pour tous les c € Fetv e V.

Une telle fonction est souvent appellé une application linéaire.

Remark 2.1.2. SiT: V — W est une application linéaire et v € V', nous écrirons parfois T
au lieu de T'(v). (Cela devrait vous rappeler la multiplication matricielle.)

Remark 2.1.3. Supposons que V et W sont des espaces vectoriels sur un corps Flet T: V —
W est une application linéaire.

(a) Il découle de la définition d’une application linéaire que
T(cv+dw) =T (v) +dT(w), Ye,deF, vyweV.

(b) En fait, si ¢1,...,¢, € F, et vq,...,v, € V, nous avons

(c) Nous avons aussi
T(0y)=T(0-0y) =0-T(0y) = Oy.

Ici, nous utilisons la notation Oy et Oy pour faire la distinction entre les vecteurs nuls
de Vet W.

22
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(d) Pour v € V, nous avons

Maintenant que nous avons la définition des applications linéaires, nous allons montrer
comment construire certaines applications linéaires.

Theorem 2.1.4. Supposons que V est un espace vectoriel sur un corps F et vy, ve,..., v, €V
. (Notez que nous n’exigeons pas que v; soit distinct. En d’autres termes, certains v; peuvent
étre égaux.) Alors, Uapplication T: F™ — V définie par

n
T(ai,ag,...,a,) = a1v1 + ava + - -+ + a0, = E a;v;.
i=1

est linéaire. De plus, c’est 'unique application linéaire telle que Te; = v; pour tout 1 < 1 < n,
ou les e; sont les vecteurs décrits dans [’Exemple 1.4.8.

Démonstration. Si a = (ay,as,...,a,) et b = (by,ba,...,b,) sont des vecteurs dans F™ et
c € F, alors

T(a+b)=T(a; +by,...,a, +by,)
= (a1 +b)vi + -+ (an + bn)vy
= (a1vy + -+ + apvy) + (brvg + -+ + byvy)
=Ta+TbH.

de plus,

T(ca) =T(cay,...,cap)
= (car)vi + - - - + (can)vy
= c(ar1v1) + - - + c(anvy,)
= c(ayvy + -+ + ayvy,)
=c¢(Ta).

Donc T est linéaire. Maintenant
Te; =T(0,...,0,1,0,...,0) =00y + -+ 0v;_1 + 1v; + 041 + - - - + 0v, = v;.

Et si S est une autre application linéaire telle que Se; = v; pour tout ¢, alors pour tout
a=(ay,...,a,) € F" on a

n n

Sa = S(a1,...,a,) = S(arer + -+ ane,) = ZaiS(ei) = Zaivi =Ta.

i=1 i=1

Ainsi Sa = Ta pour tout a € F™ et donc S =T. n
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Remark 2.1.5. Supposons que V et W soient des espaces vectoriels sur un corps F. Pour
montrer qu'une application T': V' — W est linéaire, il suffit de montrer que

T(cu+dv) =cT'(u)+dT(v) Ve, d € F, u,veV.
Pourquoi ? Considérons le cas ¢ = d = 1 puis le cas d = 0.
Ezamples 2.1.6. (a) Soit V = C*(R), FF = R, et définissons D: C*(R) — C*(R) par
D(f) = f' (ie lapplication D prend la dérivée). Alors nous savons par les cours
d’analyse que

D(cf +dg) = (cf +dg)' = cf +dg' = ¢D(f) + dD(g),

pour tous les ¢,d € R et f, g € C*(R).
(b) Si
C"(R) ={f € F(R,R) | f est n fois différentiable},

alors D: C"(R) — C™"!(R) est linéaire (n > 1).
(c) Soit V= C*®(R), F =R, et définissons S: C*(R) — C*(R) par

(Sf)(z) = /:f(t) dt, ¥z € R.

Par les résultats d’analyse, nuos savons que S(f) € C*(R) et

S(ef +dg) = / “(ef +dg)(t)di = / “(ef(t) + dg(t)) dt
= c/ox () dt + d/:g(t) dt =cS(f) +dS(g),

pour tous ¢,d € Ret f,g € C*(R). Ainsi S est une application linéaire.

(d) Nous laissons en exercice (Exercice 2.1.1) la preuve que 'application T': Py(R) — R3
définie par T'(at? + bt + ¢) = (a, b, ¢) est linéaire.

Ezamples 2.1.7. Voici les applications linéaires de R3 & R? (Exericse 2.1.2) :

5($1,x2,x3) = <x3axl7$2)
T(IEhZEQ,J]g) = (2[[‘1 - 51’3,0,21}2)

Example 2.1.8. Les applications

T:R* = R?, T(xy, 29, 73) = (v2 — 71, 273),
S:R* — RY, S(x1, ) = (229 — 1,0, 21, —4x2)

sont linéaires (Exercice 2.1.3).
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Ezxample 2.1.9. Si V est un espace vectoriel et a est un scalaire quelconque, alors ’application
T:V — V définie par Tv = av est linéaire puisque pour tous u,v € V et pour tous scalaires
¢, d, nous avons

T(cu+ dv) = a(cu + dv) = a(cu) + a(dv) = (ac)u + (ad)v
= (ca)u + (da)v = c(au) + d(av) = c¢Tu + dTv.

Notez que nous avons utilisé la commutativité du corps des scalaires ici.

Definition 2.1.10 (Forme linéaire et espace dual). Supposons que V' est un espace vectoriel
sur un corps F'. Une forme linéaire sur V est une application linéaire V' — F' et on note

V*:={f]|f:V — F est linéaire}
qu’on apelle I"espace dual (ou simplement dual) de V.

Nous verrons bientot que V* est lui-méme un espace vectoriel.

Exercises.

2.1.1. Montrer que 'application T' définie dans 2.1.6(d) est linéaire.

2.1.2. Vérifiez que les applications de 'exercice 2.1.7 sont linéaires.

2.1.3. Vérifiez que les applications de I'exercice 2.1.8 sont linéaires.

2.1.4. Supposons que V' est un espace vectoriel. Prouvez que ’application
T:VxV =V, T(uv)=u-—mu,

est linéaire.

2.1.5. On fix un vecteur v € R3 et on définit

T:R* =R T(u)=uxu,

ou u X v désigne le produit vectoriel de u et v. Montrez que T est linéaire.

2.1.6. Supposons que F est un corps, X est un ensemble et x € X. Montrez que ’application
T: F(X,F) = F, T(f) = f(x).

est une forme linéaire sur F (X, F).

2.1.7. Prouvez que si T': V. — W est une application linéaire, alors T'(u — v) = T'(u) — T'(v)
pour tout u,v € V.
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2.2 Noyau et image

Definition 2.2.1. Si f: A — B est une fonction entre deux ensembles (en particulier, f
pourrait étre une application linéaire entre des espaces vectoriels ) et A’ C A, alors

f(A) ={f(a)[ac A} C B
s’appelle 'image (ou image directe) de A’ par f. Si B’ C B, alors
FUB) = {ac Al f(w) € B} C A

s’appelle la pre-image (ou image inverse) de B’ sous f. Notez que nous utilisons la notation
f~Y(B’) ici méme si nous ne supposons pas que f est inversible. Si B’ = {b} est constitué
d’un seul élément, on écrira parfois f~1(b) pour f~!({b}) (mais il faut faire trés attention a
ne pas confondre cela avec la fonction inverse, qui peut exister ou non).

Par exemple, Si f: R — R est défini par f(z) = 22, alors la fonction f n’est pas inversible
puisqu’elle n’est pas injective. Cependant, nous pouvons toujours calculer des images inverses.
Par exemple

f_l({07 1}> = {_1707 1}7 f_1(4) = {_272}7 f_l(_l) =4d.
Nous avons également
f({_1’174}) :{1716}7 f({l’GR’—SS:ES5}) :{yER|0§y§25}'

Theorem 2.2.2. Supposons que V' et W soient des espaces vectoriels et que T: 'V — W soit
une application linéaire.

(a) Si M est un sous-espace de V', alors T(M) est un sous-espace vectoriel de W.

(b) Si N est un sous-espace de W, alors T~(N) est un sous-espace vectoriel de V.

Démonstration. Nous utiliserons la remark 1.5.12 dans cette preuve.

(a) Puisque M est un sous-espace, nous avons 0 € M et donc 0 = 70 € T'(M). Supposons
maintenant que y,y’ € T(M) et ¢, soient des scalaires. Alors il existe z,2" € M tel que
y="Tx,y =Tz et donc

cy+dy =cTe+ T =T(cx)+T(dx') =T (cx +2') € T(M)

puisque cx + da’ € M (car M est un sous-espace).
(b) Comme T0 = 0 € N, nous avons 0 € T~!(N). Supposons maintenant que z,z’ €
T~ (N) et ¢, soient des scalaires. Alors

T(cx+da')=cTx+Tx' € N,

car Tw, T2’ € N. Ainsi cx + 2’ € T71(N).
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Definition 2.2.3 (Noyau et image). Si T: V' — W est une application linéaire, alors
KerT = T7%(0) = {z | Tx = 0}

s’appelle le noyau de T et
ImT=T(V)={Tz|zeV}

s’appelle I'image de T.

Corollary 2.2.4. Si:T:V — W est une application linéaire, alors KerT' est un sous-espace
vectoriel de V' et ImT" est un sous-espace vectoriel de W'.

Démonstration. On applique le Theorem 2.2.2 avec M =V et N = {0}. O]

Example 2.2.5. Soit D: C*°(R) — C*°(R) l'application linéaire donnée par dérivation. Alors

KerD ={f € C*(R) | f est constant},
Im D = C®(R).

Pourquoi Im 7" est-il entiérement C*°(R) ? Supposons f € C*°(R). Définissez F' par

Flz) = /0 oL

Nous savons par des résusltats du cours d’analyse que F est différentiable et DF = F' = f
(cela montre que F' € C*(R)). Par conséquent, chaque f € C*°(R) est dans I'image de D.

Ezample 2.2.6. Soit f: R*> — R la forme linéaire définie par f(z1,z3) = zy — 3z1. Alors
Im f = R et le noyau de f est une ligne passant par 'origine (la ligne zo = 3x7).

Example 2.2.7. Soit T: R* — R3 défini par T(z1,72) = (72,0,21). Alors KerT = {0} et
I'image de T est le 'plan z, 2’ dans R3.

Theorem 2.2.8. Supposons que T: V — W est une application linéaire. Alors T est injectif
si et seulement si KerT' = {0}.

Démonstration. Supposons Ker T'= {0}. Alors, pour v,v' € V,
To=Tv = To—-Tv =0 = Tv—1)=0 = v—0v' =0 = v="0"
Ainsi T est injectif. Supposons maintenant que 7T est injectif. Alors pour v € V/,
Tv=0=T7T0 = v=0.
D’ou Ker T' = {0}. O
Remark 2.2.9. Notez que le théoréeme 2.2.8 ne s’applique qu’aux applications linéaires. Par

exemple, soit f: R — R Papplication définie par f(z) = 2% Alors f~1({0}) = {0} mais f
n’est pas injective puisque, par exemple, f(1) = f(—1).
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Exercises.

2.2.1 (|Berl4, Ex. 2.1.7]). Soit P(R) I'espace vectoriel de toutes les fonctions polynomiales
réelles (voir Exemple 1.2.8) et définissons

f:P=R, f(p)=p(1).

Démontrer que f est une forme linéaire sur P. Quelle est U'interprétation géométrique du
noyau de f 7

2.2.2. Supposons que S: C*°(R) — C*(R) est 'application de ’Exemple 2.1.6(c). Qu’est-ce
que Im S ? Indice : S n’est pas surjectif.

2.2.3 ([Berl4, Ex. 2.2.2]). Soit V un espace vectoriel sur F, et soit f: V' — F une forme
linéaire sur V. Supposons que f n’est pas identiquement nulle et choisissons un vecteur v tel
que f(v) # 0. Soit N = Ker f. Montrer que, pour tout vecteur u € V', il existe des uniques
z€ N et c e F tels que u = z + cv. Indice : Siu € V, calculez la valeur de f sur le vecteur

u—(f(u)/fv))v.

2.2.4 (|Berl4, Ex. 2.2.3]). Soit S: V. — W et T: V — W des applications linéaires, et soit
M={veV|Sw) eT(V)}
Montrer que M est un sous-espace de V.

2.2.5 (|Berl4, Ex. 2.2.6]). Soit P I’espace des fonctions polynomiales réelles et soit T: P — P
Papplication définie par Tp = p — p/, ou p’ est la dérivée de p. Prouvez que T est linéaire et
injective.

2.2.6 (|Berl4, Ex. 2.3.15]). Soient T: U — V et S: V. — W des applications linéaires.
Prouver :

(a) Si S est injectif, alors Ker(ST') = Ker(T').

(b) Si T est surjectif, alors Im(ST) = Im(5).

2.2.7. Soit V un espace vectoriel et S, T € L(V'). Montrez que si ST = T'S, alors S(KerT') C
KerT.

2.2.8. Supposons que V' est un espace vectoriel et considérons 'application linéaire (voir
exercice 2.1.4)

T:VxV-=V Tuwv)=u-—ouv.

Déterminez le noyau et l'image de 7.
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2.3 Espaces vectoriels des applications linéaires

Definition 2.3.1. Supposons que V' et W sont des espaces vectoriels sur un corps F. Nous
définissons

LV,W)={T:V — W | T est linéaire}.
Dans le cas ou V =W, on écrit L(V') pour L(V, V).

Ezample 2.3.2 (application linéaire nulle). Pour tout espace vectoriel V' et W sur un corps
F, on a lapplication linéaire nulle (ou I’application linéaire 0) qui envoi chaque élément de
V sur 0 € W. On note cette application 0 ou (c’est a dire 0(v) = 0 pour tout v € V). Ainsi
0e L(V,IV).

Ezample 2.3.3 (application identité). L’application I: V' — V définie par Iv = v pour tout
v € V est linéaire et s’appelle I'application linéaire d’identité. On écrit parfois Iy, quand on
veut préciser I'espace vectoriel sur lequel elle agit.

Ezample 2.3.4 (application linéaire scalaire). Si a est un scalaire quelconque, alors 'applica-
tion 7: V — V définie par T'v = av est linéaire (voir Exemple 2.1.9).

Ezample 2.3.5 (Formes linéaires). Les éléments de £(V, F') sont précisément les formes li-
néaires sur V.

Rappelez-vous que dans MAT 1741, vous avez appris que chaque application linéaire f
de R™ & R™ (dont les éléments sont écrits sous forme de vecteurs colonnes) est donnée par
multiplication par la matrice m X n

A= [fler) flea) -+ [len)],

ou {ey,...,e,} est la base standard de R" (voir Exemple 1.4.8) et f(e;) est la j-éme colonne
de A. La matrice A est appelée la matrice standard de I'application linéaire.

Example 2.3.6. L’application linéaire T: R?* — R? définie par

T(x,y,z) = (y,2)
oo

01 01|71 _ v _p !
oo 1| Y] T "
z z

Plus tard dans le cours, nous reviendrons sur les matrices, et nous verrons des matrices
avec des entrées dans un corps arbitraire I’ et leur relation avec des applications linéaires
entre des espaces vectoriels sur F.

Notre objectif est maintenant de transformer £(V, W) en un espace vectoriel lui-méme.
Nous devons donc définir I'addition vectoriel et la multiplication scalaire, puis vérifier les
axiomes d’un espace vectoriel.

a une matrice standard

puisque



30 Applications linéaires

Definition 2.3.7. Supposons que V et W sont des espaces vectoriels sur un corps F' et
c€ F.Pour S,T € L(V,W), définissez S + T et ¢T par

(S+T)(v)=5Sw)+T(v), YvelV,
(cT)(v) =cT'(v), YveW
Lemma 2.3.8. Si S,T € L(V,W) et a est un scalaire, alors S+ T, aT € L(V,W).

Démonstration. Nous montrons d’abord que S + T est linéaire. Pour u,v € V et ¢,d € F,
nous avons

(S +T)(cu+ dv) = S(cu+ dv) + T'(cu + dv)
= cS(u) +dS(v) + cT'(u) + dT'(v)
= cS(u) + cT'(u) +dS(v) + dT'(v)
= c(S(u) + T(u) +d(S(v) + T(v))
=c(S+T)(u) +d(S+T)(v).

Par conséquent, S + T est linéaire. Nous le laissons en exercice (Exercice 2.3.1) la preuve
que a7’ est linéaire. O

Theorem 2.3.9. Si V et W sont des espaces vectoriels sur un corps F, alors L(V,W) est
aussi un espace vectoriel sur F' (avec les opérations définies dans Définition 2.5.7).

Démonstration. 11 faut montrer que les axiomes de Definition 1.2.1 sont satisfaits.
L’addition vectorielle est commutative et associative puisque pour tout S, T, U € L(V, W)
etveV, ona

(S+T)(v)=Sw)+T(w)=Tw)+ S(v)=(T+S)(v),
et

(S+T)+U)(v) = (S+T)(v) +U(v) = S(v) + T(v) + U(v)
= 50) + (T +U)(w) = (S+ (T +U))(v).

L’application linéaire nulle est un élément neutre pour I’addition vectoriel puisque T+0 =T
pour tout 7" € L(V,W).

Pour tout T' € L(V, W), 'application —T = (—1)T est linéaire et est 'inverse de T' pour
I'opération d’addition vectoriel puisque

(T'+(-T)(v)=T)+ (-1)T'(v)=0 Vvel.

Nous laissons en exercice (Exercice 2.3.1) la démonstration des axiomes restants de la
Définition 1.2.1. ]

Ezample 2.3.10. Fixez ¢ € R et définissez une application ¢.: F(R,R) — R par

ve(f) = fle) ¥V feFRR).
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Nous montrons que ¢, € F(R,R)* (voir Définition 2.1.10). Pour ce faire, nous devons montrer
que ¢, est linéaire. Pour ki, ke € R et fi, fo € F(R,R), nous avons

Pe(kifi + kafa) = (kifi + kafa)(c) = kifi(c) + kafa(e) = kipe(f1) + kape(f2)-

Ainsi @, est linéaire. Cet exemple est important en physique quantique. La soi-disant "fonc-
tion delta" qui décrit I’état d’une particule située au point est ce type de forme linéaire
(c’est-a-dire  évaluation au point).

Definition 2.3.11 (Composition des applications). Si A, B et C' sont des ensembles (par
exemple des espaces vectoriels), et T: A — B et S: B — C des applications, nous écrivons
ST: A — C pour 'application composée (ou simplement la composition) Défini par

(ST)a = S(Ta) VYa € A.

La composition des applications est associative, donc si R: C' — D est une troisiéme applica-
tion, nous avons (RS)T = R(ST). On écrit simplement RST pour cette triple composition.

Remark 2.3.12. Parfois, les applications de composition sont écrites sous la forme S o T
Nous utilisons la notation plus courte ST" pour nous rappeler la multiplication matricielle.
Comme dans MAT 1741, nous verrons que la composition et la multiplication matricielle
sont étroitement liées.

Theorem 2.3.13. La composition de deux applications linéaires est une application linéaire.

En d’autres termes, si T € L(U,V) et S € L(V,W), alors ST € L(U,W).

Démonstration. Pour u,u’ € U et ¢ un scalaire, nous avons

(ST)(u+u")=S(T(u+u))
= S(Tu+Tu)
= S(Tu) + S(Tu)
= (ST)(u) + (ST)(u),
(ST)(cu) = S(T'(cu)) = S(c(Tw)) = c(S(Tu)) = c((ST)u). O

Notez que si U = V = W, alors le théoréme ci-dessus nous dit que si S,7 € L(V),
alors ST € L(V). Par conséquent nous avons 7Trois opérations sur £(V') : 'addition, la
multiplication par des scalaires et la composition.

Definition 2.3.14 (Puissance d’une application). Si T" est une application d’un ensemble
dans lui-méme (par exemple, si T € L(V)), alors les puissances de T sont définis par

T =7, T*=TT, T*=TT% ..., T"=TT"*' n>2.

Nous définissons également T° comme étant I'application identité .
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Exercises.

2.3.1. Compléter la preuve du Lemme 2.3.8 en montrant que a7 est linéaire.

2.3.2. Compléter la preuve du théoréme 2.3.9 en vérifiant les axiomes restants de la défini-
tion 1.2.1.

2.3.3 ([Berl4, Ex. 2.3.2]). Soit V' un espace vectoriel. Si R,S,T € L(V) et ¢ est un scalaire,
prouvez les affirmations suivantes :

(a) (RS)T = R(ST);
(b) (R+S)T = RT + ST,

c) R(S+T)= RS+ RT,

d) (eS)T = c(ST) = S(cT);

() TI =T =1IT, ou I est I'application identité .

2.3.4.5i S,T € L(R?) sont définis par

S(z,y,2) = (x — 2y + 32,y — 22,4y),
T(I,y, Z) = (y - Z72$+y,l‘+2l’),

donnez des expressions explicites pour S + T, 2T, S — T et ST.

2.3.5. Supposons que T': V' — V est une application linéaire telle que Im 7" C Ker(T — I).
Prouver que T? =T

2.3.6 (|Berl4, Ex. 2.3.9]). Soit U, V, W des espaces vectoriels sur F'. Démontrez ce qui suit :
(a) Pour T € L(U,V) fixé, I'application

LV, W) — LUW), S~ ST,

est linéaire.

(b) Pour S € L(V,W) fixé, 'application
LUV)— LUW), Tw— ST,
est linéaire.

2.3.7 (|Berl4, Ex. 2.3.12]). Supposons V' = U & W. Pour chaque v € V, soit v = u + w sa
décomposition unique avec u € U et w € W, et définissons Pv = u, Qv = w. Prouver que

PQeL(V),PP=P Q*=Q,P+Q=1¢et PQ=QP=0.
2.3.8 (|Berl4, Ex. 2.3.13|). Soit T': V' — V une application linéaire telle que 7% = T, et soit
U=TImT, W =ZKerT.

Prouver que U ={v €V |Tv=v} =Ker(T — ) et que V=U d W.
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2.3.9 (|Berl4, Ex. 2.3.14]). Donner un exemple de S, T € L(R?) tel que ST # T'S.

2.3.10 (|Berl4, Ex. 2.3.16]). Soit V' un espace vectoriel réel ou complexe et soit T € L(V)
tel que T? = I. On définit

M={veV|Tv=v}, N={veV|Tv=—-v}

Montrer que M et N sont des sous-espaces de V et que V. = M & N. Indice : Pour tout
vecteur v, nous avons

1 1
v:§(11+Tv)+§(v—Tv).

2.3.11 ([Berl4, Ex. 2.3.19]). Soit S,T € L(V,W) et soit U = {v € V | Sv = Tv}. Montrer
que U est un sous-espace de V. Indice : Considérez Ker(S —T).

2.3.12 (|Berl4, Ex. 2.3.20]). Si T:V — W et S: W — V sont des applications linéaires
telles que ST = I, montrez que KerT = {0} et ImS = V.

2.3.13 ([Berl4, Ex. 2.3.24]). Soit V' = P l'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles,
et soit D: V' — V Dapplication de dérivation Dp = p’. Soit u € P le mondme u(t) = t, et
définissons une autre application linéaire qui est la multiplication par ¢ :

M:P—="P, Mp=up.

Prouver que DM — M D = I. Indice : Vous devez montrer que (up)’ — up’ = p pour tous les
p € P. Rappelez-vous la régle pour la dérivé d’un produit.

2.4 Isomorphismes

Nous allons maintenant discuter d’une maniére précise comment certains espaces vecto-
riels sont “identiques” (mais pas nécessairement égaux).

Definition 2.4.1 (Isomorphisme). Un isomorphisme est une application linéaire bijective
T:V — W, ouV et W sont des espaces vectoriels. On dit qu'un espace vectoriel V est
isomorphe & un autre espace vectoriel W (sur le méme corps) s’il existe un isomorphisme
T:V — W. Nous écrivons V = W pour indiquer que V est isomorphe a W.

Remark 2.4.2. On devrait considérer les espaces vectoriels isomorphes comme étant "les
mémes" en ce qui concerne leurs propriétés d’espace vectoriel . Bien sir, ils donnent un
aspect assez différent (et ne sont, en général, pas égaux). Mais l'isomorphisme identifie les
deux d’une maniére qui préserve les opérations d’un espace vectoriel.

Example 2.4.3. Soit

vV =R?
W ={(z,y,0) | 2,y € R}.
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Alors V= W. Pour prouver cela, nous devons trouver un isomorphisme spécifique, par
exemple 'application
T:V>W, T(xy)=(z,y,0).

Nous laissons en exercice (Exercice 2.4.1) la preuve que T est bien un isomorphisme.
Notez qu’il existe plusieurs isomorphismes de V' a W. Par exemple,

Ti(z,y) = (y,2,0) et To(z,y)=(z+y,z—y,0)
sont deux autres isomorphismes de V' a W.
Example 2.4.4. Considérez I'application
T:Py(R) = R*  T(at®> + bt +c) = (a, b, c).

On vous a demandé de montrer dans ’exercice 2.1.1 que 'application 7" est linéaire. Il est
facile de voir que T est bijective. Ainsi, T' est un isomorphisme. D’ott Po(R) = R3 (en tant
qu’espaces vectoriels réels).

Example 2.4.5. On peut montrer que P, (F) = F"*! pour tout corps F.

Remark 2.4.6. 1l existe une différence entre les symboles — et —. Nous utilisons — lorsque
nous écrivons T': V' — W pour indiquer que T est une application avec le domaine V' et le
codomaine W. Nous utilisons — pour décrire une application. Donc x — T’z est I’application
qui envoie x sur T'z.

Example 2.4.7. Soit U = {(x,y,2) € R* | z +y + 2 = 0}. Nous savons grace aux techniques
apprises dans MAT 1741 que U est un sous-espace de R? puisqu’il s’agit de I’ensemble solution
d’un systéme d’équations linéaires. En fait, vous pouvez utiliser les techniques de MAT 1741
pour montrer que

U = Span{(—1,1,0), (—1,0,1)}
On pose
T:R* = U, T(x,y)=2(-1,1,0)+y(—~1,0,1) = (—2 —y,1,¥).
Alors T est linéaire puisqu’il correspond a la multiplication par la matrice
-1 -1
10
0 1

Nous le laissons en exercice (Exercice 2.4.4) la preuve que T est bijective. Notez qu’elle n’est
pas bijective si on la considére comme une application R? — R?, mais elle est bijective
comme application R? — U. Donc T est un isomorphisme et R? = U.

Ezxample 2.4.8. Rappelez-vous que C peut étre considéré comme un espace vectoriel. Alors
(a,b) = a+bi, a,beR

est un isomorphisme de R? vers C. Donc R? = C comme espaces vectoriels réels. Notez qu'’il
est important de dire quel type d’isomorphisme nous avons ici (c’est-a-dire un isomorphisme
d’espaces vectoriels réels). Nous n’utilisons pas la structure d’espace vectoriel complexe sur
C et R? n’est pas equipé d’une structure d’espace vectoriel complexe.
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Rappelons qu'un inverse (ou réciproque) d’une application f: A — B est une application
g: B — A telle que gf est I'application identité sur A et fg est 'application identité sur B.
Autrement dit,
(9f)(a)=aVa€cA, et (fg)(b)=bVbeB.

On écrit f~! pour une telle application g.

Rappelez-vous que les applications bijectives ont des inverses. Si f: A — B est une appli-
cation bijective d'un ensemble A vers un ensemble B, alors nous pouvons définir I’application
inverse f~': B — A, par

[7i)=a <= f(a)=0.

En d’autres termes, pour tout b € B, f~1(b) est défini comme étant I'unique élément a de A
tel que f(a) = b. Un tel a existe puisque f est surjectif et il est unique puisque f est injectif.

Theorem 2.4.9. Supposons que V et W sont des espaces vectoriels sur un corps F. Si
T:V — W est une application linéaire bijective (c’est-a-dire un isomorphisme), alors l'ap-
plication inverse T~1: W — V est également linéaire (donc est un isomorphisme, puisqu’elle
est bijective par Ezercice 2.4.6).

Démonstration. Soit w,w’ € W et ¢, € F. Nous voulons montrer que
T Hew+ dw') =T 'w+ T (2.1)

Rappelons que puisque 7" est injective, pour tout u,v € V', nous avons que T'u = T'v implique
u = v. Appliquons donc T' de chaque coté de 2.1 et essayons de montrer que les résultats
sont égaux. En appliquant T" a coté gauche, nous obtenons

TT Y ew + dw') = cw + dw'.
Maintenant, en appliquant 7" au membre de droite, nous obtenons
Tl w+dT W) =T w+ dTT ' = cw +
ol nous avons utilisé le fait que 7" est linéaire. On voit ainsi que
T(T  ew+ dw')) = T(cT'w+ T )
et donc T (cw + dw') = T 'w + T~ 1w par Uinjectivité de T. O

Remark 2.4.10. Par 'exercice 2.4.6, si une application linéaire T': V' — W a un inverse, alors
c’est un isomorphisme. Cela peut étre un moyen utile de montrer qu’une application linéaire
donnée est un isomorphisme.

Ezample 2.4.11. Si A € M,(R) est une matrice inversible quelconque, alors 1'application
R" — R™ définie par v — Av pour v € R" est un isomorphisme. En effet, elle est linéaire
(d’aprés MAT 1741) et elle a un inverse, a savoir 'application R” — R" donnée par v — A~ v
pour v € R™. Il s’agit bien d'une application inverse puisque

AAWw=Tv=v e A'Av=Iv=v YweV.
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Nous recueillons maintenant quelques belles propriétés de I'isomorphisme. Le théoréme
suivant énonce que l'isomorphisme est une relation d’équivalence (voir Définition B.1.1).

Theorem 2.4.12. Supposons que U,V,W sont des espaces vectoriels sur le méme corps.
Alors

(a) V=V (la relation d’isomorphisme est réfléxive),

(b) si V=W, alors W =V (la relation d’isomorphisme est symétrique ),

(c) siUZV et V=W, alors U =W (la relation d’isomorphisme est transitive).

Démonstration. (a) L’application identité /: V — V est un isomorphisme.

(b) Nous savons maintenant que l'inverse d’un isomorphisme est lui-méme un isomor-
phisme. Supposons donc V' = W. Alors il existe un isomorphisme 7": V' — W. Ainsi, I'inverse
T=': W — V est un isomorphisme. D’ou W = V.

(c) SiT: U — Vet S: V — W sont des isomorphismes, alors la composition ST: U —

W est également linéaire et bijective, donc est un isomorphisme.
m

Exercises.

2.4.1. Prouver que les applications 7', T7 et Ty de 'exemple 2.4.3 sont linéaires. Il faut donc
montrer qu’elles sont linéaires et bijectives.

2.4.2. Montrer que P, (R) est isomorphe a R™*!.

2.4.3. Soit A =1{1,2,...,n} et V= F(A, F) pour un certain corps F. Montrez que V' = F"
via la bijection z — (z(1),2(2),...,x(n)).

2.4.4. Montrer que 'application 7" de Exemple 2.4.7 est bijective.
2.4.5. Montrez que R?" = C" comme espaces vectoriels réels.

2.4.6. Démontrez les affirmation suivantes suivantes :

(a) L’inverse d’une application bijective est également bijective.

(b) Si f: A — B a un inverse, alors f est bijectif. En combinant cela avec les remarques
ci-dessus, cela signifie qu’une application est bijective si et seulement si elle a un inverse.

(c) La composition de deux applications injectives est elle-méme une application injective.

(d) La composition de deux applications surjectives est elle-méme une application surjec-
tive.

(e) La composition de deux applications bijectives est elle-méme une application bijective.

Les étudiants qui ont suivi le cours MAT 1762 auront déja vu ces énoncés (voir [Sav, §8.1]).

2.4.7 (|Berl4, Ex. 2.4.5]). Soit V' un espace vectoriel, " € L(V') une application bijective et
¢ un scalaire non nul. Montrer que ¢T est bijectif et que (¢T')™! = ¢~ 'T71.
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2.4.8 (|Berl4, Ex. 2.4.6]). Soit T: V' — W un isomorphisme. Pour chaque S € L(V), défi-
nissez p(S) = T'ST~! (notez que le produit est défini). Montrez que ¢: L(V) — L(W) est
un isomorphisme et que ¢(RS) = ¢(R)p(S) pour tout R, S € L(V). N'oubliez pas que vous
devez montrer que ¢ est lui-méme une application linéaire.

2.4.9 (|Berl4, Ex. 2.4.7]). Soit V un espace vectoriel, et soit T € L(V'). Démontrez que :
(a) SiT? =0, alors I — T est bijectif.
(b) Si T™ = 0 pour un entier strictement positif n, alors I — 7" est bijectif.

Indice : En algébre polynomiale, (1 —¢)(1+t) =1 —¢%

2.4.10. Soit U, V, W des espaces vectoriels sur le méme corps. Démontrez ce qui suit :
(a) (UxV)xW=2Ux(VxW).
(b) VxW=WxV.

2.4.11. Pour les entiers strictement positif n et m, prouver que R" x R™ = R™*™,



Chapitre 3

Structure des espaces vectoriels

Dans ce chapitre, nous allons explorer la structure des espaces vectoriels plus en détail.
En particulier, nous allons introduire les notions d’ensembles de générateurs, de dépen-
dance/indépendance linéaire, de bases et de dimension. Nous discuterons également de la
notion importante d’espace dual. Le matériel de ce chapitre correspond a peu prés a [Tre,
§1.2, §3.5, §8.1].

3.1 Sous-espaces engendrés et familles génératrices

Rappelons (Définition 1.4.4) que si A est un sous-ensemble non vide d’un espace vectoriel
V sur un corps F, alors

Span A = {cjv; + cova + -+ cuu, [N EN, ¢ € F, v; € Apour 1 <i<n}.
On écrit parfois Spany, A quand on veut mettre ’accent sur le corps.

Theorem 3.1.1. Supposons que A est un sous-ensemble non vide d’un espace vectoriel V.
Alors Span A est un sous-espace de V et est le plus petit sous-espace de V' contenant A.
Autrement dit

(a) A C Span A, et
(b) st W est un sous-espace de V tel que A C W, alors Span A C W.

Démonstration. Nous avons déja noté dans le Théoréme 1.5.4 que Span A est un sous-espace
de V, il reste donc a prouver qu’il est le plus petit contenant A. Il est clair que A C Span A
puisque chaque élément a € A est une combinaison linéaire d’éléments de A (avec un seul
terme et un seul coefficient). Supposons maintenant que W est un sous-espace de V' contenant
A. Nous souhaitons montrer que Span A C W. Soit v € Span A. Alors, par définition,

n
v = E C;U;
=1

pour certains ci,...,c, € F et vy,...,v, € A. Puisque A C W, chaque v; € W, pour
1 < ¢ < n. Comme W est un sous-espace, il est donc fermé par multiples scalaires et
addition vectoriel , donc Z?:l cv; € W clest a dire v € W. Ainsi Span A C W comme
souhaité. O]

38
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et

Remark 3.1.2. Sinous adoptons la convention selon laquelle Span @ = {0}, alors le théoréme
3.1.1 reste vrai avec le mot "non vide" supprimé.

Definition 3.1.3 (Partie génératrice). L’espace Span A est appelé le sous-espace de V' en-
gendré par A, On dit que A est une famille génératrice pour Span A, et on dit que A engendre
Span A. Donc, si Span A =V, alors nous dirons que A engendre V.

Theorem 3.1.4. Supposons que T:V — W est une application linéaire et que A est un
sous-ensemble de V. Alors SpanT(A) = T'(Span A).

Démonstration. Puisque A C Span A, nous avons T(A) C T(Span A). De plus, puisque
Span A est un sous-espace de V', nous savons que T'(Span A) est un sous-espace de W par le
théoréme 2.2.2. Donc, d’aprés le théoréme 3.1.1, SpanT(A) C T'(Span A).

Il reste a prouver l'inverse dans l'inclusion. Comme 7T'(A) C SpanT(A), nous avons
A C T~ (SpanT(A)). De plus, puisque Span T'(A) est un sous-espace de W, nous savons que
T~1(SpanT(A)) est un sous-espace de V' par le théoréme 2.2.2. Ainsi, par Théoréme 3.1.1,
nous avons Span A C T~ !(SpanT'(A)). Ainsi T'(Span A) C SpanT'(A). O

Corollary 3.1.5. St T:V — W est une application linéaire surjective et que A génére V,
alors T(A) génére W.

Deémonstration. Nous avons

W =T(V) (puisque T est surjectif)
= T'(Span A) (puisque A génére V)
= SpanT'(A) (par Théoréme 3.1.4).
Par conséquent T'(A) génére W. O

Exercises.

3.1.1 ([Berl4, Ex. 3.1.1]). Si T": V. — W est linéaire et A est un sous-ensemble de V' tel que
T(A) génére W, alors T est surjectif.

3.1.2 (|Berl4, Ex. 3.1.3|). Supposons que x,x1,...,z, sont des vecteurs tels que z est une
combinaison linéaire de x4, ..., x,, mais pas de x1,...,x,_1. Montrez que

Span{z1,...,x,} = Span{zy,...,x,_1,2}.

Indice : Lorsque x est représenté comme une combinaison linéaire de x4, . .., x,, le coefficient
de x, ne peut pas étre nul.
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3.1.3 (|Berl4, Ex. 3.1.4]). Soit S: V — W et T: V — W des applications linéaires, et soit
A un sous-ensemble de V' tel que Span A = V. Prouver que, si Sx = Tx pour tout = € A,
alors S =1T.

3.1.4. Soit T': V' — W une application linéaire, et soit 1, ..., %, et y1,...,y, deux listes de
vecteurs dans V. Supposer que

(a) x1,...,2z, engendre Ker T et

(b) T(y1),...,T(yn) engendre W.
Montrer que la liste x1, ..., Zm, y1,...,y, engendre V.

3.2 Dépendance/indépendance linéaire

Definition 3.2.1 (Linéairement dépendant/indépendant). Supposons que vy, v, ..., v, est
une liste finie de vecteurs dans un espace vectoriel V. On dit que la liste est (ou les vecteurs
V1, Vg, ..., U, eux-mémes sont) une famille liée (ou simplement dépendant) s’il existe des
scalaires ¢, co, ..., ¢, tels que

c1v1 + vy + - - + v, = 0.

et au moins l'un des ¢;, 1 < i < n, est différent de zéro. Une telle équation (dans laquelle
au moins un des ¢; est différent de zéro), est appelée une relation linéaire entre les v;. On
précisera parfois relation linéaire non-trivial pour indiquer que au moins un des scalaires
c1, ...,y est différent de 0.

Si vy, v, ..., v, nesont pas une famille liée, on dit qu’ils forment une famille libre (ou qu’ils
sont linéairement indépendant). Autrement dit, les vecteurs vy, vy, ..., v, sont linéairement
indépendants si

aui+ -+, =0 = ci=cp=--=c¢, =0,
ol cy,...,c, sont des scalaires.

Remark 3.2.2. Par la commutativité de I’addition vectoriel , I'ordre des vecteurs dans la liste
n’est pas important dans la définition de la dépendance/indépendance linéaire.

Example 3.2.3. Considérons le cas n = 1. La liste v; est une famille liée si et seulement si
v1 = 0. En effet, nous avons c;v; = 0 pour un certain scalaire ¢; non nul si et seulement si
vy = 0 (par le théoréme 1.3.4).

Ezxample 3.2.4. Considérons le cas n = 2. Alors la liste vy, v9 est famille liée si et seulement
si 'un des vecteurs est multiple de ’autre. Pour voir cela, supposons d’abord que vy = cuvy.
Alors cv; 4+ (—1)ve = 0 est une relation linéaire et donc vy, vy sont une famille liée. Le méme
argument fonctionne pour le cas ol v; est un multiple de vy. Supposons maintenant que
v1, U9 sont une famille liée. Nous avons alors une relation linéaire civ; + cave = 0 ol soit ¢;
soit ¢z (ou les deux) sont non nul. Si ¢; # 0, alors vy = (—cg/c1)vy et donc vy est un multiple
de vo. De méme, si ¢y # 0, alors vy est un multiple de vy.

Lemma 3.2.5. (a) Toute liste de vecteurs contenant le vecteur zéro est famille liée.
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(b) Si les vecteurs vy, v, ..., v, ne sont pas distincts (c’est-a-dire qu’un vecteur apparait
plus d’une fois dans la liste), alors ils sont famille liée.

Démonstration. Considérons une liste de vecteurs vy, ..., v,.

(a) Siwv; = 0 pour certains i, 1 <7 < n, alors
Ovy 4+ -+ + 001 + 1v; + Ovipy + - - - + Ovy,

est une relation linéaire donc les vecteurs sont famille liée.
(b) Siv; = v; pour certains 1 < i < j <mn, alors

Ovy + -+ 4+ 0vig + 1o + 0viq + - + 0vjy + (=1)v; + Ovjpr + - + vy

est une relation linéaire donc les vecteurs sont famille liée.

]
Corollary 3.2.6. Considérons une liste de vecteurs vy, ...,v,.
(a) Siwvy,...,v, sont linéairement indépendants, alors aucun d’entre eux n’est le vecteur
Z€10 .
(b) Sivy,...,v, sont linéairement indépendants, alors deux d’entre euzx ne sont pas égauz.
Theorem 3.2.7. Supposons que V' est un espace vectoriel sur un corps F' et vy, vq, ..., v, €

V. On considére application linéaire T: F™ — V défini par
T(ay,...,a,) = ajvy + -+ + apvy.

(Nous savons d’apres le théoreme  2.1.4 que cette application est linéaire.) Alors les vecteurs
V1, ..., Uy Sont famille liée si et seulement si T n’est pas injectif.

Démonstration. Puisque T est linéaire, nous avons

T n’est pas injectif <= KerT # {0}
<~ J(a,...,a,) #(0,...,0) tel que T'(ay,...,a,) =0
<~ J(ay,...,a,) #(0,...,0) tel que ajv; +---+a,v, =0
< vy,...,v,s0nt famille liée. n

Corollary 3.2.8. Sous les hypothéses du Théoreme 3.2.7, l'application T est injective si et
seulement st les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants.

Theorem 3.2.9. Soit V' un espace vectoriel et vy,...,v, € V, n > 2. Alors les énoncés
susvants sont équivalents :
(a) vi,...,v, forment une famille liée,

(b) L’un v; est une combinaison linéaire des v; avec i # j (c’est-a-dire  un vecteur est
une combinaison linéaire des autres),

(¢c) soit vy = 0 soit il existe un indice j > 1 tel que v; est une combinaison linéaire de
V1y...,Uj-1.
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Démonstration. Vous avez vu ce résultat pour les espaces vectoriels réels dans MAT 1741.
La preuve pour les espaces vectoriels sur un corps arbitraire est essentiellement la méme et

nous allons donc 'omettre. Voir également [Tre, Prop. 2.6]|. O
Corollary 3.2.10. Soit V un espace vectoriel et vy,...,v, € V, n > 2. Alors les énonceés
sutvants sont équivalents :

(a) v1,...,v, sont linéairement indépendants,

(b) Aucune v; est une combinaison linéaire de v; avec i # j,

(¢) v1 # 0 et pour chaque j > 1, v; n'est pas une combinaison linéaire de vq,...,v;_1.
Example 3.2.11. Les vecteurs ey, ..., e, € ™ sont linéairement indépendants. En effet :

cert+ -t e, =0 = (¢1,...,¢,) =0 = ¢c;=cp=---=¢,=0.

FEzample 3.2.12. Considérons les vecteurs sin x, sin 2z dans F(R). On suppose que
asinx +bsin2x =0 Vo eR.

Notez que nous insistons sur le fait que 1’égalité vaut pour tout x € R puisque 'égalité dans
I'espace vectoriel F(R) est 1'égalité de fonctions. Donc, cela doit étre vrai, en particulier,
pour z = 7/2, et donc

2
aSing%—bsing:O — a+0=0 = a=0.

En prenant x = /4, donne
. . 27 .o
asmz—l—bst:O - OSmZ—l—b:O = b=0.

Ainsi, les vecteurs sin x, sin 2x sont linéairement indépendants.

Theorem 3.2.13. SiT: V — W est une application linéaire injective et vy, ..., v, sont des

vecteurs linéairement indépendants dans V', alors Tvy,...,Tv, sont linéairement indépen-
dants dans W'.

Démonstration. Pour les scalaires ¢4, ..., ¢,, nous avons

c1(Tvy)+ -+ cp(Tv,) =0
— T(vy+ - +cv,) =0 (T est linéaire)
== v+ +cu, =0 (T est injectif)

— cg=c=--=¢,=0 (les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants).

]

Notez qu’il est trés important dans le théoréme ci-dessus que 7' soit injectif. Par exemple,
cela ne serait certainement pas vrai si T était 'application zéro car alors la liste Tvq, ..., Tv,
contiendrait le vecteur zéro et ne pourrait donc pas étre linéairement indépendante.
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Definition 3.2.14 (Dépendance/indépendance linéaire des ensembles). Si A est un ensemble
(éventuellement infini) de vecteurs dans un espace vectoriel V', on dit que A est une famille
liée si une liste finie vy, vy, ..., v, de vecteurs distincts dans A est famille liée (en d’autres
termes, il existe une relation de dépendance impliquant un nombre fini de vecteurs de A).
Nous disons que A est linéairement indépendant si chaque liste finie de vecteurs distincts
dans A est linéairement indépendante.

Exercises.

3.2.1 ([Berl4, Ex. 3.2.1]). Soit V' = F(R) l'espace vectoriel de toutes les fonctions a valeurs
réelles et d'une variable réelle (voir Exemple 1.2.5). Définir

f RoR, f(t):sin(t+%).

Prouver que les fonctions f, sin et cos sont une famille liée dans V.

3.2.2. Montrez que dans R3, les vecteurs ey, ey, e3 et (—2,5,4) sont une famille lice. (Voir
Exemple 1.4.8.)

3.2.3. Montrez que les vecteurs (1,1,1), (1,2,—1) et (1,—1,2) dans R* sont linéairement
indépendants.

3.2.4. Supposons que T: V — W est une application linéaire et que zq,...,x, sont des
vecteurs dans V.
(a) Sizy,...,x, sont famille liée, alors les vecteurs T'xy, ..., Tx, sont une famille liée dans
W.
(b) Si les vecteurs Tz, ..., Tz, sont linéairement indépendants, alors z1, ..., x, sont li-

néairement indépendants.

3.2.5 (|Berl4, Ex. 3.2.7]). Si T: V. — W est une application linéaire injective et xy,...,z,
sont des vecteurs dans V' tels que T'xq, ..., Tz, sont famille liée dans W, alors x4, ..., x, est
une famille liée dans V.

3.2.6. Si E est un sous-ensemble de R, alors nous définissons une fonction yg: R — R
(appelée fonction caractéristique de E) par

{1 sXEE
xT) =
XE 0, siXeR\E.

Notez que xp est un vecteur dans l'espace vectoriel F(R). Par exemple, x4 est la fonction
zéro (le vecteur zéro dans F(R)) et xg est la fonction constante avec la valeur 1.
Soit A et B des sous-ensembles de R et considérons la liste

: XA, XBs XANB;

de vecteurs dans F(R).
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(a) Montrer que si la condition
ANB# et AZBet BZ A (%)

est satisfaite, alors la liste ¢ est linéairement indépendante.
(b) Montrer que si la condition (x) n’est pas satisfaite, alors la liste £ est une famille liée.

3.2.7. Pour y € R, on définit ¢, € F(R) par
1 siz=uy,
oy(x) = i
0 si X #uy.

Montrez que {J, | y € R} est un sous-ensemble linéairement indépendant de F(R). Noter :
Puisque c’est un sous-ensemble infini, vous devrez utiliser Definition 3.2.14.

3.2.8. Supposons que A est un ensemble linéairement indépendant de vecteurs dans un es-
pace vectoriel V. Prouver que chaque sous-ensemble non vide de A est aussi linéairement
indépendant.

3.2.9 (|Berl4, Ex. 3.3.3|). Si x1,...,x, sont linéairement indépendants, alors I'implication
suivante est vraie :

a1+ -+ apx, =bixry + -+ byxr, = a; =b; pour tousi =1,...,n.
Inversement, si 'implication ci-dessus est vraie, alors les vecteurs x4, . . ., x,, sont linéairement
indépendants.

3.2.10 (|Ber14, Ex. 3.3.4]). Montrer que si les vecteurs 1, xa, x3 sont linéairement indépen-
dants, alors les vecteurs x1,x1 + 9, x1 + T2 + x3 le sont aussi.

3.2.11 (|Berl4, Ex. 3.3.5]). Soit a, b, ¢ des nombres réels distincts. Montrer que les vecteurs
(1,1,1), (a,b,¢), (a* b* c?)

dans R3 sont linéairement indépendants. Pouvez-vous proposer une généralisation de ce ré-
sultat ?

3.2.12 (|Berl4, Ex. 3.3.7]). (a) Soit V un espace vectoriel réel ou complexe. Démontrez
I’énoncé suivant : Si z,y, z sont des vecteurs linéairement indépendants dans V', alors
x4y, y+ 2z, 2+ x le sont aussi.

(b) Cette affirmation est-elle valable si V' est a la place un espace vectoriel sur le corps Fy
a deux éléments (voir la définition 1.1.2) 7 Indice : 2z = 0 pour tout vecteur z.

3.2.13 (|Ber14, Ex. 3.3.11]). Démontrer que les fonctions sin ¢, sin 2¢ et sin 3¢ sont linéairement
indépendantes.

3.2.14 ([Ber14, Ex. 3.3.12|). Soit V = C?, u = (1,17) et v = (i, —1).
(a) Montrer que u, v sont linéairement indépendants dans V' lorsque V' est considéré comme
un espace vectoriel réel.

(b) Montrer que u,v sont famille liée dans V' lorsque V' est considéré comme un espace
vectoriel compleze.
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3.3 Espaces vectoriels finiment engendrés

Definition 3.3.1 (espace vectoriel finiment engendré). Un espace vectoriel V' sur un corps F’

est finiment engendré s'il existe un sous-ensemble fini {vy, ..., v,} C V tel que Span{vy,...,v,} =

V. En d’autres termes, V' est finiment engendré s’il peut étre engendré par un nombre fini de
vecteurs. Dans le cas ot1 V' peut étre considéré comme un espace vectoriel sur plusieurs corps
(par exemple, C est un espace vectoriel sur R et C), nous disons que V' est finiment engendré
sur F' 8’1l existe un sous-ensemble fini {vy,vs,...,v,} CV tel que Spang{vy,...,v,} = V.

Remark 3.3.2. Rappelons (Définition 3.1.3) que si Span{vy,...,v,} = V, alors on dit que
I'ensemble {vy,...,v,} est générateur de V' de ou engendre V. Ceci explique le terme “fi-
niment engendré”. Plus tard, une fois que nous aurons défini la dimension, nous utiliserons
souvent le terme dimension finie a la place de finiment engendré.

Examples 3.3.3. (a) L’espace nul {0} est finiment engendré car Span{0} = {0}.
(b) F™ est finiment engendré sur F' car Spang{ey,ea,...,e,} = F.
(c) Pu(F) = Spanp{1,t,t%,...,t"} et donc P, (F) est finiment engendré sur F'. Cependant,
P(F) n’est pas finiment engendré. Voir Exercice 3.3.3.

)

)

) R est finiment engendré sur R car R = Spang{1}.

) R est n’est pas finiment engendré sur Q (mais ce n’est pas si facile a voir).
)

F(R) n’est pas finiment engendré sur R.

Example 3.3.4. L'espace vectoriel V.= {f € C*(R) | f”" + f = 0} est de type fini sur R. En
effet, nous pouvons montrer que V' = Spang{sin, cos}. Pour ce faire, nous devons prouver
que tout f € V peut étre écrit comme une combinaison linéaire de sin et cos. Supposons
f €V et posons

g(x) = f(z)sinz + f'(x) cos .

Alors
g (x) = f'(x)sinx + f(x)cosx + f"(x)cosz — f'(x)sinx = (f"(x) + f(x)) cosz = 0.

Par conséquent, g(x) est constant, ¢’est a dire g(x) = a (pour tous les z € R) pour un certain

a € R. De méme, si
h(xz) = f(x)cosx — f'(x)sinz,

alors on peut montrer que h'(x) = 0 (Exercise 3.3.1) et donc h(z) = b (pour tout x € R)
pour un certain b € R (h est une fonction constante). Par conséquent nous avons

oz S [0 = ot

A

Comme det A = —sin? x —cos? & = —1, pour tout € R, la matrice A est inversible d’inverse

11 J—sinX —cosX| [sinX cosX
detA |—cosX sinX | |cosX —sinX|’
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Multiplier les deux cotés de notre équation matricielle a gauche par A=! donne

{f(x)] _ {sinX cosx} [unB] = [unsinx+bcosx

f(z) cos X —sin X uncosx — bsin X |
Donc f(x) = asinz + bcosz pour tout = € R.

Ezample 3.3.5. Si {v1,...,v,} engendre V et v, € V, alors {vy,...,v,, 0,41} est dépen-

dant. En effet, v,,1 doit étre une combinaison linéaire de vy, ..., v, et donc {vy,...,v,41}
dépend du théoréeme 3.2.9.
Sous forme contraposée, nous avons que si xq, . . ., x,, sont indépendants, alors z, ..., x,_1

ne peut pas engendré V.

Theorem 3.3.6. Soit V' un espace vectoriel sur un corps F et vy,...,v, € V. On définit
une application linéaire T: F™ — V par

T(ay,...,a,) = ajvy + -+ + apoy.
Alors T est surjectif si et seulement si vy,...,v, engendre V.

Démonstration. Par définition, T est surjectif si et seulement si chaque vecteur de V' peut
étre écrit comme aqv; + - -+ +a,v,. Ceci est vrai si et seulement si Span{vy,...,v,} =V. O

Theorem 3.3.7. 5iT: V — W est une application linéaire surjective et que V' est finiment
engendré, alors W est aussi finiment engendreé.

Démonstration. Puisque V est finiment engendré, il existe un sous-ensemble fini A = {vy,...,v,} C
V tel que {vq,...,v,} engendre V. Alors, puisque T' est surjectif, T(A) = {Tvy,...,Tv,}
engendre W par Corollaire 3.1.5. Donc W est finiment engendré. m

Theorem 3.3.8. Un espace vectoriel V' sur F est finiment engendré si et seulement s’il
existe un entier strictement positif n et une application linéaire surjective T': F™* — V.

Démonstration. Si V' est finiment engendré, alors Span{vi,...,v,} = V pour un sous-
ensemble fini {vy,...,v,} C V. Alors, par le théoréme 3.3.6, il existe une application linéaire
surjective T: F™" — V.

Inversement, s’il existe un entier strictement positif n et une application surjective linéaire
T: F" — V alors, d’aprés le théoréme 3.3.7, V est finiment engendré puisque F™ 'est. [

Exercises.

3.3.1. Dans la notation de l'exercice 3.3.4, montrez que h'(z) = 0.

3.3.2. Les vecteurs (2,1,1), (3, —1,1), (10,5,5) et (6, —2, 2) engendrent-ils R3 ? Justifiez votre
réponse.
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3.3.3. Prouver que P(R) n’est pas finiment engendré sur R. Indice : Supposons que py, ..., p, €
P(R). Trouver p € P(R) tel que p ¢ Span{pi,...,pn}.

3.3.4 ([Berl4, Ex. 3.4.4]). Soit V' = C*(R) I'espace vectoriel de toutes les fonctions R — R
ayant des dérivées de tout ordre (voir Exemple 1.2.6) et soit

U={feV|f"=f}
ou f” est la dérivée seconde de f. Montrer que U est le sous-espace de V engendré par les
deux fonctions ¢ — e’ et ¢ — e7'. Indice : Si f” = f, considérez f = 3(f + f') + 2(f — f').
3.4 Base et dimension

Definition 3.4.1 (Base). Une liste finie de vecteurs vy, ..., v, dans un espace vectoriel V'
est appelée une base de V si elle est a la fois libre et génératrice. En d’autres termes, chaque
vecteur v € V' peut étre écrit comme une combinaison linéaire

V=aiV1 + -+ a,v,

(depuis Span{vy,...,v,} = V) et les coefficients ay, ..., a, sont unique par Corollaire 3.2.8.
Ces coefficients sont appelés les coordonnées de v par rapport a la base vy, ..., v,.
On dit aussi que 'ensemble {vy, ..., v,} est une base. Si I'on souhaite mettre I’accent sur
le corps, on dit que vy, ..., v, est une base de V' sur F.
Examples 3.4.2. (a) Pour tout corps F, 'ensemble {ey, ..., e,} est une base de F™, appelée
la base canonique, la base standard, ou encore la base naturelle de F™.
(b) Siwy,...,v, sont des vecteurs indépendants dans un espace vectoriel V', alors {vy,...,v,}
est une base de Span{vy,...,v,}.

(c) {1} est une base de C sur le corps C.
(d) {1,i} est une base de C sur le corps R.
(e) {1,t,...,t"} est une base de P,(R) sur le corps R.

Example 3.4.3. Supposons que vy, . . ., v, soit une base de V. Si v,, ;1 est un vecteur quelconque
dans V', alors vy, ..., v,41 est dépendant (puisque v, 11 est une combinaison linéaire des autres
vecteurs et donc I'ensemble est dépendant par le théoréme 3.2.9) et n’est donc pas une base.
De plus, la liste vy, . .., v,_1 ne génére pas (puisque si c’était le cas, v,, serait une combinaison
linéaire des vecteurs de cette liste plus courte et donc vy, ..., v, ne serait pas indépendant).

Theorem 3.4.4. Supposons que V' est un espace vectoriel sur un corps F et que vy, ..., v,
est une liste finie de vecteurs dans V. On considére l'application linéaire T: F™ — V définie
par

T(ay,...,a,) = ayvy + -+ + apvp,.

Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(a) vi,...,v, est une base de V,
(b) T est bijective.
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Démonstration. Nous avons que vy, ..., v, est une base si et seulement si elle est a la fois libre
et génératrice. Ceci est vrai si et seulement si T est injective et surjective par le théoréme 3.3.6
et le corollaire 3.2.8. O]

Corollary 3.4.5. Un espace vectoriel V' sur un corps F' a une base (finie) si et seulement
si V=2 F™ pour un entier strictement positif n.

Démonstration. Si V = F™, alors il existe une application linéaire bijective T": F™* — V.

Soit eq,...,e, la base canonique de F". Alors Tey,...,Te, sont indépendants (par Théo-
réme 3.2.13) et générateurs (par Corollaire 3.1.5) et est donc une base de V.
Inversement, si V' a une base vy, ...,v,, alors V = F" par Théoréeme 3.4.4. O

Theorem 3.4.6. Tout espace vectoriel finiment engendré admet une base.

Démonstration. Soit V' # {0} un espace vectoriel finiment engendré. Nous savons qu'’il
existe un ensemble fini de vecteurs qui engendre V. Parmi tous ces ensembles, choisissez-
en un de taille minimale, disons {uy,...,ux}. Donc {uy,...,ux} engendre V. Nous allons
montrer qu’il est aussi linéairement indépendant (par contradiction). Supposons que cet
ensemble soit dépendant. Alors, par Théoréme 3.2.9, il existe un 7, 1 < j <k, tel que u; €

Span{us, ug, ..., U, ..., ux} (o la notation ; signifie qu’on omet le vecteur u;). Puis V =
Span{us, ..., 4 ,...,u}, ce qui contredit la minimalité de k. Par conséquent, {uy, ..., u;} est
indépendant et constitue donc une base (puisqu'il est également générateur par hypothése).

L]

Remarks 3.4.7. (a) En réalité, tout espace vectoriel (pas seulement ceux qui sont finiment
engendrés) admet une base. La preuve de ce fait utilise le lemme de Zorn et sort du
cadre de ce cours.

(b) La preuve ci-dessus montre que nous pouvons obtenir une base en partant d’une famille
génératrice. Il suffit simplement de suprimer un vecteur pour chaque relation linéaire
jusqu’a ce que les vecteurs restants soient indépendants.

(c) Un espace vectoriel peut avoir plusieurs bases.

Méme si un espace vectoriel peut avoir plus d’une base, deux bases quelconques ont le
méme nombre de vecteurs, comme nous le verrons (théoréme 3.4.9).

Theorem 3.4.8. Supposons que V' est un espace vectoriel et

— R est un sous-ensemble libre de V' avec |R| = m et
— S est un famille génératrice pour V avec |S| = n.

Alors m < n et il existe un sous-ensemble S" C S avec |S'| =n —m tel que
V = Span(RU S").

Démonstration. Nous montrons le résultat par récurrence sur m. Dans le cas de base m = 0,
nous avons R = &. Ainsi, prendre S’ = S donne 1’énoncé souhaité.

Pour 'étape de récurrence , nous supposons maintenant que le théoréme est vrai pour
un entier m > 0 (et n arbitraire). Nous souhaitons montrer qu’il est valable pour m + 1.


https://en.wikipedia.org/wiki/Zorn%27s_lemma
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Soit R = {vy,...,vm41} un sous-ensemble libre de V. Alors le sous-ensemble {vy, ..., v}
est aussi libre (Exercice 3.2.8). Par conséquent, par 'hypothése de récurrence , nous avons
m < n et il existe un sous-ensemble S’ = {uy, ..., u,_n} de S tel que

V = Span ({vy,...,0m} U{ug, ..., Upm}) .

Nous ne pouvons pas avoir V' = Span({vy,...,v,}), car cela impliquerait que R est une fa-
mille liée (puisque nous pourrions écrire v,,; comme une combinaison linéaire de vy, . .., vy, ).
Ainsi, nous avons n —m > 1, qui nous donne m + 1 < n, prouvant une partie de notre étape
de récurrence .

Comme v,,1 € V, cela signifie qu’il existe des scalaires ay,...,a,, € F et by,...,bp_m €
F' tels que

Umt1l = QU1 + -+ + AUy + blvl + 4+ bn—mun—m~

Nous affirmons que les by,...,b,_,, ne sont pas tous nuls. En effet, si by = by = --- =

by_m = 0, alors on a

Uma1 = @101 + - -+ + @ Uy € Span({vy, ..., v, }).

Ainsi, par Théoréme 3.2.9, 'ensemble {vy,...,v,41} est linéairement dépendant, contredi-
sant notre hypothése.
Par ce qui précéde, nous pouvons choisir 1 <7 < n —m tel que b; # 0. Nous avons

u; = (=b;lar)or + -+ + (=b;  an)Um + b Monery + (=0 by )ug 4 - 4 (= b1 )iy
+ (_bi_lbi+1)ui+1 +eet (_bi_lbn—m>un—m- (3~1)
Soit
S/ = {Ul, ey Ui, Ujy 1y e - - ,un,m}.

Par (3.1), nous avons u; € Span(R U S’) et donc

V = Span ({vy,...,o;m} U{us, ..., up_m})
= Span ({v1, .-, Uy U1 f U U1, ooy W1, Uiy e oy Unm })

= Span(R U 5").

Ainsi, le résultat est valable pour |R| = m+ 1, complétant la preuve de I’étape de récurrence
m

Le théoréme 3.4.8 nous dit que la taille de tout ensemble de générateur est supérieure
a la taille de tout ensemble libre (du méme espace vectoriel).

Theorem 3.4.9. St V' a une base avec des n éléments, alors tous base de V' a n éléments.

Démonstration. Supposons que B = {vy,...,v,} et C = {wy,...,w,} soient deux bases
de V. Puisque B engendre V et que C' est libre dans V', nous avons m < n (par théoréme
3.4.8). Etant donné que C' engendre V' et que B est libre, nous avons également n < m. D’ou
m =n. O



50 Structure des espaces vectoriels

Definition 3.4.10 (Dimension). Supposons que V' est un espace vectoriel finiment engendré.
Si V' # {0}, alors le nombre de vecteurs dans n’importe quelle base de V' est appelé la
dimension de V et s’écrit dim V. Si V' = {0}, on dit dim V' = 0. Si 'on souhaite mettre
I’accent sur le corps F', on note dimp V' pour la dimension de V sur F'. Les espaces vectoriels
finiment engendrés sont aussi appelés espace vectoriel de dimension finie. Si V' n’est pas de
dimension finie, on dit qu’il est dimension infiniex.

Ezxamples 3.4.11. (a) dimp F" = n. (Voir Exercice 3.4.2.)
(b) dimeC = 1.
(c¢) dimg C = 2.
(d) dimg Po(R) = n + 1.
(e) dimg P,(C) =2(n+1).

Lemma 3.4.12. Supposons que V' est un espace vectoriel. Si {vy,...,v,} engendre V', alors
dimV < n. Si {wq,...,wy} est libre, alors m < dim V.

Démonstration. Cela découle du théoréme 3.4.8. n
Lemma 3.4.13. Supposons que {vy, ..., v,} est libre et que v est un vecteur. Alors {v,vq,...,v,}
est libre si et seulement si v & Span{vy,...,v,}.

Démonstration. Nous prouvons la contraposée : que {v, vy, ...,v,} est dépendant si et seule-
ment siv € Span{vy, ..., v,}. Nous savons déja par le théoréme 3.2.9 quesiv € Span{vy, ..., v,},
alors {v,vq,...,v,} est dépendante. Supposons maintenant que {v,vy,...,v,} soit dépen-
dante. Alors il y a des scalaires a, aq, ..., a,, non tous nuls, tels que

av + avy + - - + ayv, = 0.

Si a = 0, alors ajv; + -+ + a,v, = 0. Puisque {vy,...,v,} est indépendante, nous avons
a; = -+ = a, = 0. Cela contredit le fait que a,ay,...,a, ne sont pas tous nuls. Donc a # 0.
Alors
v=—atav, — - —a ta,v, € Span{vy,...,v,}. O

Theorem 3.4.14. Supposons que V' est un espace vectoriel de dimension n et {vy,...,v,} C
V' une famille de vecteur ayant n éléments . Alors les énoncés suivants sont équivalents.

(a) {vi,...,v,} est génératrice.

(b) {v1,...,v,} est libre.

(c) {v1,...,v,} est une base.
Démonstration. (a) = (b) : supposons que {vi,...,v,} engendre V' mais est linéairement
dépendante. Alors il existe un i tel que V' = Span{vy,...,0;,...,v,}. Mais alors V a un

ensemble générateur avec n — 1 éléments. Mais cela contredit le lemme 3.4.12. Ainsi, on a
(b).

(b) = (a) : supposons que {vy,...,v,} est indépendant mais n’engendre pas V. On peut
alors trouver un vecteur v € V' tel que v & Span{vy,...,v,}. Alors, d’aprés le lemme 3.4.13,
{v,v1,...,v,} est un ensemble indépendant de n+1 éléments. Mais cela contredit le lemma 3.4.12.
Ainsi, (a) tient.

Il est maintenant clair que (a) et (b) sont équivalents & (c). O
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Remark 3.4.15. Le point du théoréme ci-dessus est que si nous connaissons la dimension d’'un
espace vectoriel a ’avance, pour montrer qu’un ensemble ayant le bon nombre d’élément est
une base, nous n’avons qu’a vérifier une des deux propriétés définissant une base (libre ou
génératrice).

Example 3.4.16. Nous savons que dimg C = 2. Comme 'ensemble {1,1+ i} est linéairement
indépendant (Exercice 3.4.1), c’est une base.

Ezxample 3.4.17. Nous avons montré dans 'Exemple 3.3.4 que
W ={feCR)| "+ f =0} =Span{sin, cos}.

On peut aussi vérifier que sin et cos sont linéairement indépendants (Exercice 3.4.3). Ainsi
dimW = 2.

Si on pose maintenant

f(z) =sinx + cosz

g(x) =sinz — cosx.
Alors f et g sont libre (Exercice 3.4.3). Et donc {f, g} est une base de W.

Example 3.4.18. Soit
U= {(.T,y,Z) S (C3 | T+y+z= 0} = Span{(_lv 17 0)7 (_1707 1)}
(Vous avez appris a résoudre des systémes linéaire comme celui-ci dans MAT 1741). De plus,

{(-1,1,0),(-1,0,1)}

est libre (il s’agit d’un ensemble de deux vecteur , et aucun vecteur n’est un multiple de
lautre). Ainsi {(—1,1,0),(—1,0,1)} est une base de U et donc dimU = 2.

Comme (1,1, —2), (0,1,—1) appartiennent tous deux a U et sont linéairement indépen-
dants,

{(1,1,-2),(0,1,-2)}

est une autre base de U.

Lemma 3.4.19. Chaque ensemble linéairement indépendant de vecteurs dans un espace vec-
toriel finiment engendré V' peut étre étendu a une base de V.

Démonstration. Supposons que V' est un espace vectoriel finiment engendré et que n =
dim V. Soit R un ensemble linéairement indépendant de vecteurs dans V. Choisissez une
base S de V. Par théoréme 3.4.8, il existe un sous-ensemble S’ de S avec |S’| =n —m et
V = Span(RUS’). Par le lemme 3.4.12, |RUS’| > n. D’autre part, n = |R|+|S’| > |[RUS’|.
Ainsi |[RU S'| = n. Ainsi, par le théoréme 3.4.14, R U S’ est une base de V. ]

Theorem 3.4.20. Supposons que V et W soient des espaces vectoriels de dimension finie.
Alors V =2 W si et seulement si dimV = dim W.
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Démonstration. Supposons dimV = n. Alors V' a une base {vy,...,v,} avec n vecteurs.
Si V = W, alors il existe un isomorphisme 7: V. — W. Alors Twvy,...,Tv, engendre W
(Corollaire 3.1.5) et est libre (Théoréme 3.2.13). Alors {T'v,...,Tv,} est une base de W et
donc de dimW =n =dim V.

Supposons que dim W = dim V' = n. Alors W a une base {wy, ..., w,} avec des éléments
n. Par le théoréme 3.4.4, V = F" et W = F™. D’ou V = W par théoreme 2.4.12. O

Theorem 3.4.21. Supposons que W est un sous-espace d’un espace espace vectoriel de di-
mension finie V. Alors

(a) W est de dimension finie et dimW < dim V', et
(b)) dim W =dimV si et seulement si W = V.

Démonstration. Soit n = dim V. Si W = {0}, alors le théoréme est trivialement vrai. Par
conséquent, supposons W # {0}. D’ou V' # {0} et n > 1. Choisissez wy; € W, w; # 0.
Alors {w;} est libre. Si Span{w;} = W, alors W est finiment engendré. Sinon, choisissez
wy € W tel que wy & Span{w; }. Alors {w;, ws} est libre. On peut répéter cette construction
pour continuer d’étendre cette liste. D’aprés le lemme 3.4.12, ce processus doit s’arréter et
on obtient ainsi une liste {wy, ..., wg} qui est a la fois libre et engendre W, avec k < n. Par
conséquent, dim W < dim V. Sidim W = dim V (c’est-a-dire k = n), alors {wy, ..., w;} doit
engendrer V' puisqu’il est indépendant (théoréme 3.4.14) et donc W = Span{wy, ..., w} =
V. 1l est clair que si W =V alors dim W = dim V. O

Ezxample 3.4.22. Prendre
V = Py(R) = {ag + a1t + ast® | a; € R}.

L’ensemble {1 — ¢} est indépendant dans V' (puisque 1 — ¢ n’est pas le polynéme nul, par
exemple 1 —¢ # 0 a t = 0). Depuis Span{l — ¢t} # P2(R), nous continuons. Choisissez un
polynéme, par exemple, t € Py(R), mais ¢ € Span{l — t}. Alors {1 — ¢, ¢} est linéairement
indépendant. Est-ce que Span{l — t,t} = P»(R)? Non (par exemple * ¢ Span{l — ¢,t}).
Alors Pensemble {1 — ¢,t,t%} est indépendant dans Py(R). Comme dim Py(R) = 3, nous
savons que {1 —t,t,1?} est une base.

Exercises.

3.4.1. Montrer que les nombres complexes 1 et 1 + ¢ sont linéairement indépendants sur R.

3.4.2. Supposons que F' est un corps.
(a) Prouver que dimp F™ = n.
(b) Prouver que F™ = F™ si et seulement si m = n.

3.4.3. Cet exercice concerne ’Exemple 3.4.17.
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(a) Montrer que sin et cos sont des éléments linéairement indépendants (sur R) de l'en-
semble W. Indice : Ecrivez une combinaison linéaire arbitraire et supposez qu’elle est
égale a la fonction zéro. Ensuite, évaluez les fonctions a des points soigneusement sé-
lectionnés qui vous permettent de conclure que les coefficients de votre combinaison
linéaire doivent étre nuls.

(b) Montrer que f et g sont linéairement indépendants.

3.4.4 (|[Berl4, Ex. 3.5.5]). Soit o un nombre réel. Montrer que les vecteurs
u=(cosa,sina) et v=(—sinaq,cosa)
sont une base de R?.

3.4.5 (|Berl4, Ex. 3.5.6]). Vrai ou faux (expliquez) : Si xy,z9,z3 est une base de V, alors
T1,T1 + To, X1 + o + x3 'est aussi.

3.4.6 ([Berl4, Ex. 3.5.7]). (a) Dans R?, trouver les coordonnées du vecteur (2,3) par rap-
port a la base (1\/3 1), ( 11 3).
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(b) Dans R", trouver les coordonnées du vecteur (ay,...,a,) par rapport a la base cano-
nique ey, ..., e, (voir Exemple 1.4.8).

3.4.7 (|Berl4, Ex. 3.5.8]). Si ;1 = (1,2,0), 22 = (2,1,0) et x3 = (a,b,1), ot a et b sont des
nombres réels, prouvez que xi, T2, T3 est une base de R3.

3.4.8. Supposons que T: V' — W est une application linéaire, avec V' de dimension finie.
Prouver que dim7'(U) < dim U pour tout sous-espace U de V.

3.4.9. Trouver une base du sous-espace
U={(r,y,2) €ER® | 2+ 2y + 32 =0}

de R3. Quelle est la dimension de U ? Noter : C’est vraiment une question de MAT 1741.
Elle est 1a pour vous rafraichir la mémoire.

3.4.10. Supposons que vy, ..., v, (ot n > 2) est une base d’'un espace vectoriel V. Choisissez
re{l,...,n— 1} et définissez

M = Span{vy, ..., v},
N = Span{v,41,...,0,}.

Montrez que V=M & N.

3.4.11. Supposons que U est un sous-espace d’un espace vectoriel de type fini V. Montrer
que U a un supplaimentaire. Autrement dit, montrer qu’il existe un sous-espace W de V tel
que U W =V.

3.4.12 (|Berl4, Ex. 3.5.13]). Montrer que si xy,...,z, est une base de V et que ay,...,a,
sont des scalaires non nuls, alors a,x1, ..., a,z, est aussi une base de V.
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3.4.13 (|Berl4, Ex. 3.5.14]). Prouver que si x1, 2, z3 est une base de V et a1, ay, as sont des
scalaires non nuls, alors la liste

a1r1, Qa1T1+ asx2, a1T1 + A% + a3zx3
est aussi une base de V. Indice : Combinez les exercices 3.4.5 et 3.4.12.

3.4.14. Supposons que F' est un corps fini avec g éléments. Soit V' un espace vectoriel de
dimension n sur F'. Combien d’éléments contient V' 7 N’oubliez pas de justifier votre réponse.

3.4.15 (|Berl4, Ex. 3.5.20]). Soit V' un espace espace vectoriel complexe de dimension finie
. Prouver que dimg V' = 2 - dim¢ V. Indice : Comme espaces vectoriels complexes, V = C"
pour certains n.

3.5 Le théoréme du rang

Theorem 3.5.1 (Théoréme du rang). Si V' est un espace espace vectoriel de dimension finie
etT:V — W est une application linéaire, alors

dimV = dim(Im 7T") + dim(Ker 7).

Démonstration. Par le corollaire 2.2.4, Ker T est un sous-espace de V', et donc de dimen-
sion finie par le théoréme 3.4.21. On choisit une base B’ = {vy,...,v;} de KerT'. Par le
lemme 3.4.19, on peut 'étendre en une base B = {vy, ..., v, Vgy1,0,} de V.

Soit w € T(V). On a donc w = T'(v) pour un certain v € V. Puisque B est une base de
V', nous pouvons écrire

n
v:E CiVi, Ciy...,Cp € F.
i=1

Alors

n

w=T@w)=T (Z civi> = ZciT(vi) = Z i T'(v;).

i=k+1

Par conséquent,

T(V) = Span{T (vg41), ..., T(vn)}.

Nous affirmons que {T'(vr41),...,T(v,)} est linéairement indépendant et forme donc une
base de T'(V'). En effet, supposons

k1T (Ugy) + -+ T (va) =0
pour des scalaires ¢xy1,...,¢, € F. Alors
T(cri1vesr + -+ cpvn) = e T (o) + -+ + e T(vn) = 0,
et donc cpy Vg1 + -+ + cuv, € Ker T. Puisque B’ est une base de Ker T, nous avons

Ck+1Vg+1 + o4 Ccpu, = U - U
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pour des scalaires ¢y, ..., c, € F. Mais alors
—ClU1 =+ — GV F Cpy1 Vg1 + -+ v, = 0.
Puisque B est une base, c¢’est en particulier une famille libre, d’oti ¢; = ¢ =--- =¢, = 0.

Enfin, en comptant le nombre d’éléments de base, nous avons
dimV =n, dim(KerT)=%k, dimT(V)=n—k.
D’ou dim V' = dimT'(V') + dim(Ker T'), comme souhaité. O

Definition 3.5.2 (Rang et nullité). Si T: V — W est une application linéaire, nous définis-

sons le rang de T' comme
rang T = dimT'(V),

et la nullité de T comme
null 7 = dim(Ker 7).

Nous pouvons maintenant reformuler le théoréme 3.5.1 comme
rang 7’ + null7 = dim V, (3.2)

ou V est le domaine de l'application linéaire T'. L’équation (3.2) est appellé le théoréme du
rang ou théoréme de la dimension.

Corollary 3.5.3. Si T: V — W est linéaire, et dimV = dim W < oo, alors

T est un isomorphisme <= T est injectif <= T est surjectif.

Démonstration. Si T est un isomorphisme, il est injectif et surjectif (par définition). Suppo-
sons que T est injectif, c’est & dire Ker T' = {0} et ainsi

dm7(V) = dimV = dim W

par le théoréme du rang. Donc T'(V') = W (puisque T'(V') est un sous-espace de W, on peut
appliquer le Théoréme 3.4.21). Enfin, supposons que 7" est surjectif. Puis T'(V)) = W et donc
rangT = dim W = dim V. D’aprés le théoréme du rang, null7 = 0 et donc T est injectif,
donc un isomorphisme. O

Theorem 3.5.4. St Vi, V,, ..., V, sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors V =
Vix---xV, Uest aussi et

dimV =dimV; +dimV, +--- +dim V,,.
Démonstration. Pour chaque 1 = 1,...,n, soit B; une base de V;, et soit
B! ={(0,...,0,v,0,...,0) |ve B} CV,

ol le v apparait dans la i-éme position. Nous le laissons en exercice (Exercice 3.5.1) la preuve
que

B:=B/UB,U---UB,
est une base de V. Puisque chaque B; a des éléments dim V;, B a des éléments >  dimV;,
et le théoréme suit. O
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Theorem 3.5.5. Un systéme de m équations linéaires homogénes a n inconnues, avec n >
m, a toujours une solution non triviale.

Démonstration. Comme vous 'avez vu dans MAT 1741, un tel systéme équivaut a une
équation matricielle
Ar =0,

ou A est la matrice de coefficients, et donc m x n. L’application
T: F"— F" T(x)= Az,

est linéaire (puisqu’il s’agit d’une multiplication par une matrice). L’ensemble des solutions
est précisément le noyau de T'. Par le théoréme 3.5.1, on a

dimT(F")+dimKerT =dim F" =n = dimKer7T =n —dimT(F") > n—m > 0.

Ici, nous avons utilisé T'(F™) C F™ et donc dim7T'(F™) < dim F'™ = m. Donc dim Ker 7" >
0, ce qui signifie que KerT n’est pas l’espace vectoriel nul et donc il y a des éléments
non nuls dans le noyau de T' (qui correspondent & des solutions non triviales du systéme
homogene). O

Theorem 3.5.6. Supposons que T: V — W est une application linéaire entre des espaces
vectoriels de dimension finie.

(a) Si T est injectif, alors dimV < dim W'.
(b) Si T est surjectif, alors dimV > dim W
(c) SiT est bijectif, alors dimV = dim W.

Démonstration. (a) Si T est injectif, alors Ker 7' = {0}. Ainsi
dimV = dim T(V) + dimKer T = dim T(V) + 0 < dim IW.
(b) Si T est surjectif, alors T'(V) = W. Ainsi
dimV =dimT(V) 4+ dimKer 7' = dim W + dim Ker T" > dim W.

(c) Cela découle immédiatement des deux parties précédentes.

Exercises.

3.5.1. Montrer que B, tel que défini dans la preuve du Théoréme 3.5.4 est une base de V.

3.5.2 (|Berl4, Ex. 3.6.1]). Existe-t-il une application linéaire T: R” — R? dont le noyau est
de dimension 37
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3.5.3. Pour cet exercice, la notation U Ly signifie que T est une application de U a V
(c’est-a-dire que T: U — V).
Soit
(0} v D v, 2 v 5 (o)

des applications linéaires satisfaisant :
ImT; y =KerT; pourtous:=1,2,3.

(a) Montrer que T} est injectif et que T est surjectif.
(b) Montrez que Z?Zl(—l)i dimV; = 0.

3.5.4 ([Berl4, Ex. 3.6.14]). Soient T: V' — W et S: W — U des applications linéaires, avec
V' de dimension finie.

(a) Si S est injectif, alors Ker ST = Ker T et rang(ST) = rang(7).

(b) Si T est surjectif, alors Im ST = Im S et null(ST") — null(S) = dim V' — dim .

3.5.5 (|Berl4, Ex. 3.7.3]). Soit V un espace espace vectoriel de dimension finie et soit S, T €
L(V). Démontrez les affirmations suivantes.
(a) rang(S+T) < rang S+rangT. Indice : Si M et N sont deux sous-espaces de V', utilisez
l'application M x N — M + N, (z,y) — x + y, pour montrer que dim(M + N) <
dim M + dim N.
(b) rang(ST) < rangS et rang(ST) < rangT.
(¢) null(S +T7) > null S + null 7" — dim V.

3.5.6 ([Berl4, Ex.3.7.6]). Soit V' = P(R) I’espace vectoriel de toutes les fonctions polyno-
miales réelles (voir Exemple 1.2.8). Soit S,7 € L(V) les applications linéaires telles que
Tp =p' et Sp est la primitive de p de terme constant zéro. Montrez que T'S = I. est-ce que
T est bijective?

3.5.7 (|Berl4, Ex.3.7.7]). Soit V un espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie)
et supposons que R, S, T € L(V') sont tels que ST = I et TR = I. Prouver que T est bijectif
et R =S5 =T""'. Indice : Considérez (ST)R.

3.6 Dimensions des espaces des applications linéaires

Theorem 3.6.1. Soit V' un espace vectoriel de dimension n et W un espace espace vec-
toriel arbitraire (éventuellement de dimension infinie). Soit {vq,...,v,} une base de V et
wy, ..., w, n'importe quel vecteurs dans W, alors il existe une unique application linéaire
T:V — W telle que Tv; = w; pour tout 1 =1,...,n.

Démonstration. Existence : On sait par le théoréme 2.1.4 que les applications R: F™* — V
et S: ™ — W définies par

R(ay,...,a,) = ajvy + -+ + apvp,

S(ay,...,a,) = awy + -+ + aywy,
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sont linéaires. Il est clair que si {ej,...,e,} est la base canonique de F", alors
Rei = VU, Sei = Ww;.

Puisque {v1,...,v,} est une base de V, R est bijective par le théoréme 3.4.4. Donc R est
inversible et R~! est linéaire par le théoréme 2.4.9. Par conséquent, 'application 7" := SR™*
est linéaire. Depuis

Tv; = SR™'v; = Se; = w;,

I’application T" a les propriétés souhaitées.
Unicité : Supposons que 11, T5: V' — W soit deux applications linéaires avec la propriété
donnée. Alors

(Tl—TQ)(UZ'):Tﬂ)i—TQUZ‘:U)Z‘—U}Z':O Vz:l,,n

Puisque {vq,...,v,} est une base de V, cela signifie que 73 — 75 = 0 (I'application zéro).
Ainsi T1 = TQ. ]

Corollary 3.6.2. Si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors L(V, W)
est aussi de dimension finie et

dim L(V, W) = (dim V') (dim W).
Démonstration. Soit n = dim V' et soit {vy, ..., v, } une base de V. On Définit une application
O: LVVW) > W'=WxWx---xW, OT)=(Tuvy,...,Tuv,).

Alors @ est linéaire (Exercice 3.6.1) et bijective par le théoréme 3.6.1. Donc ® est un iso-
morphisme d’espace vectoriel et donc

dim L(V, W) = dim W" = n(dim W) = (dim V')(dim W).

(Dans la premiére égalité, nous avons utilisé¢ le théoréme 3.5.4). O

Exercises.

3.6.1. Montrer que I'application ® définie dans la preuve du corollaire 3.6.2 est linéaire.

3.6.2. Supposons que V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps F
et dim L(V,W) = 11. Montrez que V = F ou W = F..

3.6.3 (|Berl4, Ex. 3.8.2]). Vrai ou faux (expliquez) : £(R? R?) = RS.

3.6.4 (|Berl4, Ex. 3.8.3|). Si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie, prouver
que L(V,W) = L(W,V). Indice : Ne cherchez pas une application L(V, W) — L(W, V).
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3.6.5 (|Berl4, Ex. 3.8.7]). Montrer que si V est un espace espace vectoriel de dimension finie
et T'€ L(V), alors il existe un entier strictement positif r et des scalaires ag, ay, . .., a, (pas
tous nuls) tels que

av + aTv+aT*>v+---+a,Tv=0, YvelV.

3.6.6 (|Berl4, Ex. 3.8.8]). Soit x1,...,x, une base de V et, pour chaque paire d’indices
i,j €{l,...,n}, soit E;; € L(V) lapplication linéaire donnée par

g x; sij=k,
i, Lk =
TETN00 sigj £k

Démontrez les déclarations suivantes :
(a) EijEir = Eip;
(b) E;;jEn,=0sij#h;
(C) Eiz+Eoo+--+ Eyy =1.

3.7 Espace dual

Rappelons (définition 2.1.10) que si V' est un espace vectoriel sur un corps F' alors 'espace
dual de V', est 'espace des formes linéaires

V*=L(V,F).
Remark 3.7.1. Certaines références utilisent la notation V' au lieu de V*.
Theorem 3.7.2. Si dimV < oo, alors dimV* =dim V.

Démonstration. Cela découle du corollaire 3.6.2 :

dim V* = dim £(V, F) = (dim V)(dim F) = (dim V) - 1 = dim V. O
Proposition 3.7.3 (Existence de bases duals). Supposons que {vi,...,v,} soit une base
d’un espace vectoriel V. Alors il existe une base {f1,..., fn} de V* telle que

L je=y,
0, je#J.

(Le symbole 6;; est appelé le symbole delta de Kronecker.)

filvy) = bij == {

Démonstration. Pour i = 1, ..., n, définissons
fi: V — F, fz (Z Cj’l)j) = C;. (33)
j=1
Alors chaque f; est linéaire (Exercice 3.7.1) et donc f; € V*. De plus, nous avons

fi(Uj) = fi(O’ul + -+ OUjfl + 1Uj + O’Uj+1 +---+ Ovn) = 51]
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Comme on sait par le Théoréme 3.7.2 que dim V* = n, pour montrer que {fi, ..., f,} est une
base, il suffit de montrer que cet ensemble est linéairement indépendant (Théoréme 3.4.14).
Maintenant, pour cy,...,c, € F,

chszo - chfj(vi):()Vz':l,...,n
Jj=1 j=1
:>chéji:0Vi:1,...,n
j=1
— ¢=0Vi=1,...,n

Ainsi {fi,..., fu} est linéairement indépendant et nous avons donc terminé. ]
Definition 3.7.4 (Base dual). Nous appelons { f1, . .., f.} la base dual de la base {vy, ..., v,}.

Example 3.7.5. Si {eq,...,e,} est la base canonique de F", alors la base duale de (F™)* est
{fla s 7fn} ou

fi(ab cee 7an) = a;

est la fonction i-eme coordonée.
Si f: R® — R est défini par f(z,y,2) =z — 2y + 3z (donc f € (R?)*), alors

f=5h-—2fa+3fs
Theorem 3.7.6. Supposons que T: V — W est une application linéaire. Alors [’application
T W* — V* définie par
T"g=goT, geW"

est linéaire.
T
V—W

=N,

F

Démonstration. Notez d’abord que, pour g € W* = L(W, F), la composition g o T est bien
une application linéaire de V' a F' par le théoreme 2.3.13, c’est-a-dire que nous avons
goT e V™.

Nous devons montrer que 7™ est linéaire. Supposons que g,h € W* et ¢, d soient des
scalaires. Alors pour tout v € V', nous avons

(T"(cg + dh))(v) = ((cg + dh)T)(v)
= (cg + dh)(Tv)
c(g(Tw)) + d(h(Tv))
c(¢T)(v) + d(hT)(v)
= c(T"g)(v) + d(T"h)(v)
= (cT*g + dT*h)(v).

Ainsi T*(cg + dh) = ¢T*g + dT*h. Donc T™ est linéaire. O



Espace dual 61

Definition 3.7.7 (Transposer). L’application 7% est appelée la transposée de I'application
T.

Remark 3.7.8. Nous verrons plus tard que la transposée d’'une application linéaire est étroi-
tement liée a la transposée d’une matrice (que vous avez apprise dans MAT 1741).

Theorem 3.7.9. Si:T: V — W est une application linéaire, alors
KerT" ={geW" | g(w)=0YweT(V)}
Démonstration. Si g € W*, alors

geKaT" «<— T7g=0 <= ¢gI'=0 < (¢T)(v)=0VoveV
— g(Tv)=0VveV <= gw)=0VweT(V) O

Definition 3.7.10 (Annihilateur). Si M est un sous-espace de V', alors I'annihilateur de M
dans V* est

Mo ={feV'|flw)y=0VweM}={feV"|f=0sur M}.
Notez que M° est un sous-espace de V'*.

En utilisant la terminologie ci-dessus, le résultat du théoréeme 3.7.9 est
KerT* =T(V)° = (ImT)°. (3.4)
Theorem 3.7.11. Supposons que V' et W soient des espaces vectoriels de dimension finie.

SiT:V — W est une application linéaire, alors ImT* = (Ker T)°.

Démonstration. Soit f € ImT*. Puis f = T*g pour certains g € W*. Ainsi
f(0) = (T"g)(v) = gTv Y v e V.
Alors
veKerT = Tv=0 = f(v) =g(0)=0.

Donc ImT™* C (Ker T)°.

Supposons maintenant f € (KerT)°. On veut trouver un g € W* tel que f = T"g.
Soit {v1,...,vx} une base de KerT et étendons ceci & une base {vq,..., U u,...,u}
de V. Nous savons que {Tuy,...,Tu;} est une base de Im7. (Nous I’avons montré dans
notre preuve du théoréme du rang (théoréme  3.5.1). On peut I’étendre en une base
{Tuy,...,Tu,wn,...,w,} de W. On définit maintenant g € W* comme suit. Pour les sca-
laires ¢i,...,¢, a1, .., a,, définissez

g(erTuy + -+ aTu + aywy + -+ + apwy,) = e f(w) + -+ af () = flau + -+ quy).

Alors g est linéaire par le théoréme 3.6.1. Nous allons montrer que T*g = f. Soit x € V et
écris x = v +u avec v € Ker T et u € Span{uy,...,u}. Alors

(T7g)(x) = gT(v + u) = gT'(u) = f(u).
D’autre part,

f(x) = flv+u) = fv) + fu) = f(u),
depuis f € (KerT)°. D’ou T*g = f. Ainsi (Ker7)° C ImT™* et donc (KerT)° =ImT*. O



62 Structure des espaces vectoriels

En fait, le théoréme 3.7.11 est vrai sans les hypotheéses selon lesquelles V' et W sont de
dimension finie. Cependant, la preuve du résultat général utilise la notion d’espace quotient
(ou des faits plus généraux sur les bases), que nous n’aborderons pas dans ce cours. Voir
I’annexe B.2.

Theorem 3.7.12. Si U est un sous-espace de V et dimV < oo, alors
dimU° =dimV —dimU =dim V* — dim U™.

Démonstration. Soit j: U — V Dapplication d’inclusion (c’est-a-dire j(u) = u pour tout
u € U). Nous avons
Kerj* = (Imj)° et Imj* = (Kerj)°.

Maintenant, Im j = U et Kerj = {0}. Ainsi
Kerj*=U° et Imj*={0}°=U"
(donc j* est surjectif). Par le théoréme du rang (théoréme 3.5.1), nous avons
dim Ker j* 4+ dim Im 5% = dim V*.

Ainsi
dimU° +dimU* =dimV* = dim V.

Comme dim U = dim U*, le résultat suit. O

Corollary 3.7.13. Si T:V — W est linéaire, et dimV,dim W < oo, alors
(a) rangT = rang T™,
(b) T est surjectif <= T* est injectif, et
(c) T est injectif <= T* est surjectif.

Démonstration. (a) Nous avons

rang T = dim W* — dim(Ker T™) (par le théoréme du rang
=dim W* — dim(Im 7")° (par (3.4)
= dim W* — (dim W — dim(Im 7)) (par Théoréme 3.7.12
=dimIm7T (depuis dim W = dim W* par Théoréme 3.7.2
=rangT.

(b) Nous avons

T est surjectif <= rangT = dim W
<= rangT* =dimW*  (par partie (a) et Théoréme 3.7.2)
<= dimKerT* =0 (par le théoréme du rang)
<= T est injectif.

)
)
)
)
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(c) Nous avons

T est injectif <= nullT =0
<= rangT =dimV (par le théoréme du rang)
<= rangT” =dim V"~ (par partie (a) et Théoréme 3.7.2)
<= T" est surjectif. m

Exercises.

3.7.1. Montrer que les applications f; définies par (3.3) sont linéaires.

3.7.2 (|Berl4, Ex. 3.6.7]). Soit V un espace vectoriel de dimension n et soit f une forme
linéaire non nulle sur V. Prouver que dim Ker(f) = n — 1. Inversement, montrez que chaque
sous-espace linéaire de dimension (n — 1) de V' est le noyau d’une forme linéaire.

3.7.3 (|Berl4, Ex. 3.6.9]). Soit V' un espace vectoriel et supposons que fi, ..., f, sont des
formes linéaires sur V' telles que

(Ker f1) N -+~ N (Ker f,) = {0}.

Prouver que V' est de dimension finie et dim V' < n. Indice : Si F est le corps des scalaires,
considérez une application appropriée V' — F™.

3.7.4 (|Berl4, Ex. 3.6.10]). Soit V' Pensemble de tous les vecteurs (z,y,2) € R? tels que
20 — 3y + z = 0. Prouver que V est un sous-espace de R? et trouver sa dimension. Indice :
Utilisez I'exercice 3.7.2.

3.7.5 (|Berl4, Ex. 3.9.3]). Si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie et 7: V' —
W est une application linéaire, prouver que 17" et T™ ont la méme nullité si et seulement si
dimV =dim .

3.7.6 (|Berl4, Ex. 3.9.5]). Soit V' = P(R) 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles
(Exemple 1.2.8). Pour chaque entier positif ou nul k, on définit une forme linéaire @) sur
V donnée par @i(p) = p®(0), ot p¥) désigne la k-iéme dérivée de p. Si D: V — V est
I'application de dérivation Dp = p/, montrez que D*¢y = ory1. Indice : pr(p) = (D*p)(0).

3.7.7 (|Berl4, Ex. 3.9.7]). Supposons que V et W soient des espaces vectoriels de dimension
finie et que T: V — W soit une application linéaire. Montrer que T est bijective si et
seulement si 7™ est bijectif. Indice : Utilisez le corollaire 3.7.13.

3.7.8 (|Berl4, Ex. 3.9.10]). Soient V' et W des espaces vectoriels de dimension finie. Montrer
que I'application
O: L(V,W) = LW, V*), &T)=T"

est linéaire et bijective.
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3.7.9 (|Berl4, Ex. 3.9.13|). Soit V' un espace espace vectoriel de dimension finie, M un sous-
espace de V', et M° 'annulateur de M dans V*. Démontrez ce qui suit :

(a) M° = {0} si et seulement si M = V;

(b) M° = V* si et seulement si M = {0}.



Chapitre 4

Matrices

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux matrices, qu’y ont déja été étudié dans MAT
1741. Cependant, nous aborderons le sujet des matrices plus en détail. En particulier, nous
définirons la “matrice d’une application linéaire”, qui généralise la “matrice standard” d’une
application R™ — R vue dans MAT 1741. Nous rappellerons ensuite la procédure du pivot
de Gauss (ou élimination gaussienne) et la notion de rang de une matrice. Le matériel de
cette section correspond a peu prés a [Tre, §2.2, §2.7, §2.8].

4.1 La matrice d’'une application linéaire

Le choix de bases permet d’associer une matrice & n’importe quelle application linéaire
entre deux espaces vectoriels de dimension finie, comme nous allons I’expliquer maintenant.

Definition 4.1.1 (La matrice d’une application linéaire). Supposons que V' et W sont des
espaces vectoriels de dimension finie sur un corps F, n =dimV, m =dimW et T: V — W

est une application linéaire. Soit B = {vy,...,v,} une base ordonnée de V et soit D =
{w1,...,w,} une base ordonnée de W. Pour chaque j = 1,...,n, on écrit Tv; comme une
combinaison linéaire de wq, ..., w,, :

m
ij:E a;w;, j=1,...,n.
i=1

Alors la matrice m x n [a;j| est appelée la matrice de T relative aux bases vy, ..., v, et
Wy, ..., Wy, et est noté [T]5.

Remark 4.1.2. (a) Il est important que les bases soient ordonnées. Changer l'ordre des
vecteurs dans les bases changera la matrice.

(b) Nous utiliserons parfois la notation [T] au lieu de [T]5 lorsque nous aurons fixé les
bases B et D et qu’il n'y a aucun risque de confusion.

(c) Une application linéaire donnée peut avoir différentes matrices (si vous choisissez dif-
férentes bases).

65



66 Matrices

Rappelons que si V' est un espace de dimension n, et que B = {vy,...,v,} est une base
ordonnée de V', alors nous avons un isomorphisme

n &1
032V—>Fn, Cg (ZCZ‘UZ): e .

=1 Cn

C'p est ce qu’on appelle la fonction coordonnée qui associt a un vecteur v € V ses coordonnées
dans la base B. Si D est une base ordonnée de W et T' € L(V, W), nous avons le diagramme
suivant.

1% £l W

ol e

n m

CpTCg!

Nous savons par MAT 1741 qu’une application linéaire F — F™ correspond & une multipli-
cation par une matrice. (Dans MAT 1741, F' était R ou C, mais 'argument est le méme en
général.) Donc CpT Cgl correspond a la multiplication par une matrice, et c’est la matrice
[T15. Cela nous donne un isomorphisme

LV,W)— L(F", F™), Tw— CDTC;,
et un isomorphisme
LV,W) = My o(F), T [T]5.

Nous identifions souvent une matrice m X n avec 'application correspondante ™ — F™
(donnée par multiplication par cette matrice) et nous écrivons donc [T]2 = CpTCZ .
Notez que

a1
Cp(Tv;) = a:?j ;
-
et donc
[T]8 = [Cp(Tvi)) Cp(Twvs) -+ Cp(Tw,)].

FExample 4.1.3. Soit S: F™ — F™ une application linéaire et choisissons les bases standards
B = {ey,...,en} et D = {ey,...,en}. Alors Cp: F" — F™ et Cp: F" — F™ sont les
applications identité. Ainsi

T3 = [Ser Sex -+ Se,]

est simplement la matrice standard de la transformation linéaire (comme vous I’avez vu dans

MAT 1741).

Rappelons (de MAT 1741) que, pour une matrice A, col A désigne [’espace des colones
de A (le sous-espace vectoriel engendré par colonnes de A).
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Proposition 4.1.4. Avec la méme notation que ci-dessus, on a

(a) [T|Cg(v) = CpT(v) pour tous lesv € V,

(b) Cp(KerT) = Ker[T] ou Ker T = Cz'(Ker[T]), et

(¢c) Cp(ImT) = Im[T] = col[T] ot Im T = C"(col[T]).
Démonstration. Rappelons que nous avons [T] = C’DTCEI. Composer a gauche avec Cpg
donne (a). Puisque C et Cp sont des isomorphismes, nous avons

veKer[T] < [TJv=0
<— CDTCEIU =0
— TCZ'v=0
<~ Cz'veKerT
< ve Cp(KerT),

ce qui prouve (b). Enfin, pour prouver (c), nous avons

v € Im[T] <= [T]Jw = v pour certains w € F"
<= COpTCz'w = v pour certains w € F™"
<= CpTx = v pour certains x € V
<= (py = v pour certains y € Im T’
< v e Cp(ImT). O
Example 4.1.5. Soit T: P3(R) — P2(R) I'application linéaire donnée par T'(p) = p' — p”.
Choisissez les bases ordonnées B = {1,t,t* t3} et D = {1,t,1*} de P3(R) et Py(R) respecti-
vement. Alors
[T) = [CpT(1) CpT(t) CpT(t*) CpT(t*)]
= [Cp(0) Cp(1) Cp(2t—2) Cp(3t* — 6t)]

01 -2 0
=10 0 2 -6
00 0 3

Trouvons maintenant le noyau et I'image de T'. En utilisant les techniques de MAT 1741,
nous savons que

Ker[T'] = Span , col[T] =R

o O O

Par conséquent

Ker T = Span { C3* = Span{1},

o O O

et
ImT = C;'(R?) = Py(R).
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Notez que si nous avons une application linéaire T: V' — V d’un espace vectoriel V/
dans lui-méme, nous utilisons souvent les mémes bases pour V' comme domaine et comme
codomaine. Mais ce n’est pas toujours le cas.

Ezample 4.1.6. Considérons les bases B = {ej,ea} et D = {(1,1),(1,—1)} de R? et soit
I: R? — R? 'application identité . Alors

[I]g = [CDI(el) CD[(eg)} = [CD(el) CD(eg)} .

Pour terminer le calcul, nous devons trouver Cp(e;) et Cp(ez). En d’autres termes, nous
devons écrire e; et ey dans la base D. Nous avons

1 1 1 1

er=(1,0) = S(L1) + 5(L,-1), e =(11) - (1, -1).
Ainsi 2 12
s = {1/2 —1/2} '
Exercises.

4.1.1. Choisissez les mémes bases pour Py(R) et P3(R) que dans I'exemple 4.1.5 et soit
S: P(R) — Ps(R) Iapplication linéaire tel que S(p) est la primitive de p avec un terme
constant zéro. Donnez la matrice [S] pour S et vérifiez que [S]Cp(p) = CS(p) pour tout
pE PQ (R)

4.1.2 ([Berl4, Ex. 4.2.1]). Soit V un espace vectoriel de dimension 3 , soit z1, 22, 3 une base
de V, et soit T' € L(V') 'application linéaire donnée par

Try=x1, Tro=x1+ 29, Tr3=21+ 23+ T3.
Trouver les matrices de T et T~! relatives a la base x1, zs, 3.
4.1.3. Soit T': R? — R3 lapplication linéaire définie par
T(x,y) = (3x + 2y,x — y,4x + 5y).
Trouver la matrice de 7T relative aux bases canoniques de R? et R3.

4.1.4 (|Berl4, Ex. 4.2.4]). Soit V' = P5(R) I'espace vectoriel des polynomes réels de degré
< 3 (voir Exemple 1.2.8), et soit D: V — V T'application linéaire défini par Dp = p’ (la
dérivée de p). Trouver la matrice de D relative a la base 1,¢,t%,¢> de V.

4.1.5 (|Berl4, Ex. 4.2.5]). On fixe y € R? et on définit
T:R* =R Tex=zxAy

Ou A est le produit vectoriel. Trouvez la matrice de T" par rapport a la base canonique de
R3.
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4.1.6 (|Berl4, Ex. 4.2.7]). Si A = (a;;) est une matrice n x n, la trace de A est

n

tI‘(A) = Z Qg5

=1

Démontrer que tr: M, (F) — F est une forme linéaire sur l'espace vectoriel M, (F') de toutes
les matrices n x n sur le corps F'.

4.1.7 (|Berl4, Ex. 4.2.8]). Soit V un espace vectoriel de dimension n sur F' de base z1, ..., x,,

et soit f: V' — F une forme linéaire sur V. Décrire la matrice de f relative a la base z1, ..., x,
de V et a la base 1 de F.

4.1.8 (|Berl4, Ex. 4.2.9]). On rappelle (de MAT 1741) que si A = (a; ;) est une matrice m xn
sur F, la transposée de A, notée A*, est la matrice n x m (b;;), ou b; ; = a;,;. Montrer que
A+ A est un isomorphisme d’espace vectoriel M, ,,(F) — M, m(F).

4.1.9 (|Berl4, Ex. 4.2.10]). Soit V' = W = R2. Choisissez la base B = {z1,75} de V, ou
x1 = (2,3), z2 = (4, —5) et choisissez la base D = {y1,y2} de W, ou y; = (1,1), yo = (—3,4).
Trouver la matrice de ’application linéaire identité I: V' — W par rapport & ces bases.

4.1.10. Supposons que U, V et W sont des espaces vectoriels (sur le méme corps) avec des
bases ordonnées B, D et E respectivement. Supposons que nous ayons des applications
linéaires

vLhviw
Montrez que [ST)E = [S]5 - [T]5 (ou le produit du membre de droite est la multiplication
matricielle). Notez que nous devons utiliser la méme base de l'espace intermédiaire V' dans
les deux matrices.

4.1.11. Supposons que V' est un espace vectoriel avec deux bases ordonnées B et D. Montrer

qu'une application linéaire T: V' — V est inversible si et seulement si la matrice [T]5 est

inversible. De plus, si T est inversible, montrer que [T7'|5 = ([T ]g)_l. Indice : Utilisez

Exercice 4.1.10.

4.2 Changement de bases et matrices similaires

Dans cette section, nous nous concentrons sur le cas des applications linéaires T: V — V
d’un espace vectoriel dans lui-méme et supposons que V est de dimension finie. Quelle est
la relation entre les matrices de T' dans différentes bases ? Rappeler que

[T)5 = CpTCZ", et donc CZ'T|5CE =T.
Supposons maintenant que D soit une autre base ordonnée de V. Alors
Cpl[T)5Cs = T = Cp'[T)pCb,

et donc
[T = CpCRT15CBCL"
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Soit P = CpCpt. Puis P~ = CpC3' et on en déduis que
[T1p = P TI5P.
Maintenant, si B = {vy,...,v,} et D = {wy,...,w,}, alors
Cp(wj) =ej, et donc w; = Cphl(e ).

Par conséquent
Pej = CpCh'(e)) = Cp(wy).

Ainsi Pe; n’est que la j-éme colonne de P, nous voyons que

La j-iéme colonne de P donne les coordonnées de w; dans la base B.

Ainsi, si P = [Py], alors w; = > " | P;;u;. La matrice P est appelée la matrice de changement
de base de B vers D.

Ezxample 4.2.1. Supposons que V = R? et T: R? — R? est Papplication linéaire donnée par
multiplication par la matrice

2 1

el

Soit B = {ey, e} la base standard et D = {wy, ws} ot wy = (1,1) et we = (1, —1). Alors

T15 = [CoT(er) CpT(er)] = [f ﬂ

est la matrice standard de T puisque B est la base standard de R?. Cependant,

mi=lep (7)) e (L)) = Len (Bl e (D)= 2]

une matrice diagonale!
Notez que Pe; = CpCp'(e;), donc

_ 1 _ 1
P€1 = CBCDl(el) = CB<UJ1) = |:1:| s P€2 = CBCD1<€2) = CB<U}2> = |: 11
Ainsi
1 1
Pl A
et )
G —l[-1 41
e

Par conséquent

=3[ AR L A2 AR A0 - -
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Remark 4.2.2. Dans ce cas particulier, w; et ws sont des vecteurs propres de la matrice

2 1 .
[ } , avec des valeurs propres 2 et 1, respectivement.

12
G211, [30
P [12]3_01

est diagonale et les colonnes de P sont w; et wy (qui sont Cg(w) et Cg(wsy) puisque B est la

base standard!), et les entrées diagonales de [T]5 sont les valeurs propres. L’idée de changer

de base est (généralement) de simplifier [T]5 autant que possible.

Definition 4.2.3 (Matrices similaires). Deux matrices n x n X et Y sont similaires s'il
existe une matrice inversible P telle que P7'XP =Y.

Ezxamples 4.2 .4.

. 2 1 . 4. 130 111
La matrice [1 2] est similaire & [0 1], avec P = L _J.

: 2 1 .12 |1 0
La matrice L 2} est similaire & [1 2}, avec P = [0 1].

La matrice E ;] est similaire & P~* E ;] PetQ E ;} Q! pour toute P (ou Q).

Remark 4.2.5. (a) La similarité est une relation d’équivalence sur les matrices (Exercice 4.2.5).

(b) Sur un corps infini , une matrice donnée est en général semblable & une infinité de
matrices. Cependant, il existe des exceptions. Par exemple, toute matrice similaire a
la matrice identité I,, est de la forme P~'I,P = P~'P = I,,. Donc I, n’est similaire
qu’a elle-méme. Il en va de méme pour cl,, pour tout c scalaire.

Le théoréme suivant explique pourquoi nous avons utilisé le mot ‘transposée’ dans la
Définition 3.7.7.

Theorem 4.2.6. Supposons que T: V — W est une application linéaire entre des espaces
vectoriels de dimension finie et que T*: W* — V™ est Uapplication transposée. Si B et
D sont des bases ordonnées de V et W respectivement et B* et D* sont les bases duales
correspondantes, alors

¢ «1B*
(I715) = [T"15-.
ou At désigne la transposée de la matrice A (voir Exercice 4.1.8).

Démonstration. Soit

B={v,...,v,}, D={w,...,w,}, X=I[T8=I[Xyl,
B*:{fla"'7fn}7 D*:{gla"'agm}a Y:[T*][B)i:[Y;g]
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Alors, pour tout 1 <7 <n,1<j5<m,ona

(T"g;)(vi) = (9;T)(vi) = g;(Twi) = g; (Z inwk> = Xji.

D’autre part,
(T"g;)(vi) = (Z Yljfl) (vi) =Y.
=1
Ainsi X;; =Y;; pour tous 1 <i<mnetl<j<m. Donc X'=Y. O

Faisons un dernier exemple sur les matrices associées aux applications linéaires. Suppo-
sons que l'on connaisse la matrice d’'une application linéaire dans certaines bases. Comment
calculez-vous 'action de ’application linéaire ?

Example 4.2.7. Choisissez la base ordonnée B = {1,t,t*} de P2(R) et D = {e11, €12, €21.€20}
de M5(R) (ici e;; est la matrice avec un un dans la position (i, j) et des zéros partout ailleurs).
Supposons qu’une application linéaire 7': Py(R) — M5(R) ait une matrice

1 0 0

0 2 1
D __

1 5 —1

Qu'est-ce que T(t* — 1) 7
Rappelez-vous que [T]5 = CpTCZ'. Ainsi T = C,'[T]5C. Alors

T(t* —1) = CHTIECR(* — 1)

-1
=Cp'[T] | 0
1
02 1| [
1
_CD 1 1 0 (1)
15 -1
1
_ 1
:ch O
—_2—
= —eq1 +e1p — eg1 — 2eg
-1 1]
1 -2
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Exercises.

4.2.1 ([Tre, Ex. 2.8.2|). Considérez les vecteurs
(1,2,1,1), (0,1,3,1), (0,3,2,0), (0,1,0,0).

(a) Prouver que ces vecteurs forment une base dans R*.

(b) Trouver la matrice de changement de base de cette base vers la base standard de R*.

4.2.2 (|Tre, Ex. 2.8.3|). Trouvez la matrice de changement de base de la base 1,1+t de P;(R)
vers la base 1 — ¢, 2t (voir Exemple 1.2.8).

4.2.3 (|Tre, Ex. 2.8.4]). Considérez l'application linéaire
T:C*—C? T(x,y)= Br+yz—2y).
Retrouver la matrice de T' dans la base standard et aussi dans la base (1,1), (1,2).

4.2.4. Soit

A= {_11 ﬂ . B={en,es}, D={(3,1),(~2,1)}, T(v) = Av.

Trouvez [T)5 et [T]5.

4.2.5. Fixer un entier strictement positif n. Montrer que la similarité est une relation d’équi-
valence sur 'ensemble des matrices n x n. (Voir Définition B.1.1 pour la définition de la
relation d’équivalence.)

4.3 Elimination gaussienne

Dans cette section et la suivante, nous passons en revue certains éléments du cours MAT
1741. Rappelez-vous que vous avez appris a réduire une matrice en ligne . Cette procédure est
appelée pivot de Gauss ou élimination Gaussienne. Vous avez utilisé les opérations suivantes :

Definition 4.3.1 (Opérations ¢lémentaires sur les ligne/colonnes). Les opérations suivants
sont appelés opérations élémentaire sur les lignes d’une matrice A avec des coefficient dans

F.
— Type I : Echangez deux lignes de A.
— Type II : Multipliez n’importe quelle ligne de A par un élément non nul de F'.
— Type III : Ajouter un multiple d’une ligne de A a une autre ligne de A.

Remplacer le mot “ligne” par “ colonne ” partout au-dessus donne les opérations élémentaire
sur les colones.
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Definition 4.3.2 (Matrices élémentaires). Une matrice élémentaire n X n est une matrice
obtenue en effectuant une opération élémentaire ligne/colonne sur la matrice identité I,,. En
particulier, nous définissons les matrices élémentaires suivantes :
— Pour 1 < 4,5 < n, i # j, soit P,; la matrice élémentaire obtenue a partir de I,, en
interchangeant les i-iéme et j-iéme lignes (de maniére équivalente, colonnes).
— Pour 1 <i<netaec F*, soit M;(a) la matrice élémentaire obtenue a partir de I,, en
multipliant la i-iéme ligne (de maniére équivalente, colonne) par a.
— Pour i <i,j <n,i#jetacF,soit £ ;(a) la matrice élémentaire obtenue & partir
de I, en ajoutant a fois la ligne j a la ligne i (de maniére équivalente, en ajoutant a
fois la colonne i & la colonne j).

Le type de la matrice élémentaire est le type de l'opération ligne/colonne correspondante
effectuée sur I,.

Lemma 4.3.3. (a) Toute matrice élémentaire est inversible et l’inverse est une matrice
élémentaire de méme type.

(b) Effectuer une opération élémentaire ligne sur une matrice A revient a multiplier A a
gauche par la matrice élémentaire correspondante.

(¢) Effectuer une opération colonne élémentaire sur une matrice A revient a multiplier A
a droite par la matrice élémentaire correspondante.

Démonstration. Vous avez vu cela dans MAT 1741, et nous allons donc omettre la preuve
ici. [

Definition 4.3.4 (Forme échelonnée). Une matrice R € M, ,,(F') est dite échelonnée (en
ligne) si :
(a) toutes les lignes non nulles sont au-dessus de toutes les lignes nulles, et

(b) le coefficient principal (la premiére entrée non nulle a partir de la gauche) d’une ligne
non nulle est strictement & droite du coefficient principal de la ligne au-dessus.

Lemma 4.3.5. Chaque matrice A € My, ,(F) peut étre transformée en une matrice échelonée
R en effectuant des opérations élémentaire sur les lignes de type I et II1. De maniere
équivalente, il existe un nombre fini de matrices élémentaires Ey, Es, ..., F} telles que R =
E1FEy--- ELA.

Démonstration. Vous avez vu cela dans MAT 1741, et nous allons donc omettre la preuve
ici. [

Theorem 4.3.6. En effectuant a la fois des opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes, chaque matrice A € M, ,(F) peut étre transformée en une matrice de bloc de la
forme

D — Ir OT‘X(’VZ—T) (41)
Omyxr  O@m)x(n—r)

pour certains r avec 0 < r < min(m,n).

Démonstration. A partir d’'une matrice A, nous effectuons les étapes suivantes :
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— Utilisez les opérations sur les lignes pour réduire la matrice a la forme d’échelon comme
dans le lemme 4.3.5.

— Utilisez les opérations sur les lignes de type II pour transformer I’entrée principale de
chaque lignes en 1.

— Utilisez les opérations sur les colonnes de type III pour éliminer toutes les entrées a
droite de chaque entrée principale.

— Utilisez des opérations sur les colonnes de type I pour déplacer la colonne avec un 1
dans la ligne du haut vers la premiére colonne, la colonne avec un 1 dans la deuxiéme
ligne vers la deuxiéme colonne, etc.

]

Exercises.

4.3.1. A l'aide d’opérations sur les lignes et les colonnes, réduisez les matrices suivantes a la
forme indiquée dans le théoréme 4.3.6 :

1 2 3
(a>_—2—4—6
2 1
(b) |1 1
3 2
(1 1 0
(c) [0 1 2
121

4.4 Le rang d’une matrice

Definition 4.4.1 (Rang d’une matrice). Le rang de A € M,, ,,(F'), noté rang(A) est le rang
de I'application linéaire
T: F" — F™

donnée par multiplication matricielle & gauche par A (équivalent, tel que [T] = A par rapport
aux bases standards de F"™ et F™).

Lemma 4.4.2. Une matrice A € M, (F) est inversible si et seulement si rang(A) = n.

Démonstration. Soit T: F™ — F™ Papplication linéaire donnée par multiplication matricielle
par A. Ainsi [T] = A, par rapport a la base standard de F™. Alors T est inversible si et
seulement si A est inversible. Ainsi

rang(A) =n <= rang(T) =n (par Définition 4.4.1)
— dimT(V)=n (par Définition 3.5.2)
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<= T est inversible (par Corollaire 3.5.3)
<= A est inversible. O

Lemma 4.4.3. Une matrice A € M,(F) est inversible si et seulement si elle peut s’écrire
comme un produit de matrices élémentaires.

Démonstration. Puisque les matrices élémentaires sont inversibles, il est clair que si A peut
étre écrit comme un produit de matrices élémentaires, alors A est inversible.

Supposons maintenant que A est inversible. Alors, par le lemme 4.4.2; rang(A) = n.
Ainsi, la matrice D du Théoréme 4.3.6 est la matrice identité I,,. (Vous avez appris dans
MAT 1741 que vous pouvez utiliser la réduction de ligne pour convertir une matrice inversible
en matrice d’identité .) Ainsi, il existe des matrices élémentaires Ey,..., E, et Fy,... , F,

telles que
Ey---E,AF,---F,=1I,.

Ainsi
A= Ep‘l . ..El—lpq—l R

Puisque 'inverse d’une matrice élémentaire est une matrice élémentaire, il s’ensuit que A
peut s’écrire comme un produit de matrices élémentaires. O

Lemma 4.4.4. Si A€ M,,,,(F) et B € M, ,(F), alors
rang(AB) <rang(A) et rang(AB) < rang(B).

Démonstration. Soit Ts: F™ — F™ 'application linéaire donnée par multiplication matri-
cielle (3 gauche) par A, et soit Tz: F* — F™ Papplication linéaire donnée par multiplication
matricielle (& gauche) par B. Alors

rang(AB) = rang(Ts o Tp) (par définition)
< dim(Im T'y) (par Exercice 3.5.5(b))
= rang(A)
et
rang(AB) = rang(Ts o Tp) (par définition)
< dim(Im Tg) (par Exercice 3.5.5(b))
= rang(B). O

Corollary 4.4.5. Soit A € M,,, ,(F). St P et () sont respectivement des matrices inversibles
m X m etn xn, alors
rang(PA) = rang(A) = rang(AQ).

Démonstration. Par lemme 4.4.4, on a
rang(PA) < rang(A)

et
rang(A) = rang (P~'PA) < rang(PA).

D’ou rang(PA) = rang(A). La preuve de rang(AQ)) = rang(A) est similaire. O
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Lemma 4.4.6. Soit T:V — W wune application lincaire entre des espaces vectoriels de
dimension finie. Soit B une base ordonnée de V' et soit D une base ordonnée de W . Alors

rang(T) = rang ([T]3) -

Démonstration. Soit n = dim V' et m = dim W. Soit Sy : F™ — V I'isomorphisme qui envoie
la base standard de F™ a la base B, et soit Sy : W — F™ llisomorphisme qui envoie la base
D a la base standard de F'. Soit

U=SyoToSy: F" — F™

la composition. Alors [T]8 = [U] (ou [U] désigne la matrice de U par rapport aux bases
standards). Ainsi

rang(T) = rang(S;; o U o S;;1) (depuis U = Sy o T o Sy)
= rang(U) (par le corollaire 4.4.5)
U)) (par la définition 4.4.1)

T15). O

Le lemme 4.4.6 nous dit que pour calculer le rang de toute application linéaire, vous
pouvez calculer le rang de sa matrice dans n’importe quelle base. Nous réduisons donc le
probléme aux calculs matriciels que vous avez appris dans MAT 1741.

Lemma 4.4.7. Le rang d’une matrice A est égal a la dimension de [’espace colonne de A.

Démonstration. Soit A € M, (F) et soit T: F™ — F™ la matrice donnée par multiplication
matricielle (& gauche). Alors T'(e;) est la j-éme colonne de A. Ainsi nous avons

rang(A) = dim(Im(7")) = dim(Span{T'(e1),...,T(e;n)}) = dim(col(A)). O

Lemma 4.4.8. Supposons que A € M, ,(F) ait une form échelonée R et une matrice de
bloc D comme dans le théoréme 4.53.6. Alors

rang(A) = rang(R) = rang(D) = r.
Démonstration. La preuve de ce lemme est laissée sous forme d’exercice 4.4.1. O

Rappelons que le l’espace des lignes d’une matrice est 1’'sous-espace vectoriel engendré
par ses lignes.

Lemma 4.4.9. Soit A € M, ,(F).

(a) Nous avons rang(A) = rang(A").
(b) Le rang de A est égal a la dimension de l’espace ligne de A.

(c) L’espace ligne et l’espace colonne de A ont la méme dimension.
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Démonstration. (a) Soit D la matrice du Théoréme 4.3.6. On a donc des matrices élé-
mentaires Ey,..., E, et F,..., F, telles que

E,---E,AF,---F, = D.

Notez que rang(D") = rang(D), puisque la taille du bloc de matrice d’identité dans D est la
méme que la taille du bloc de matrice d’identité dans D!. Ainsi nous avons

rang(A) = rang(D) (par lemme 4.4.8)
t

FfAtE;Ef)

A", (par Corollaire 4.4.5)

(b) L’espace des lignes de A est égal a l'espace des colonnes de A’. Ainsi, le résultat
découle de la partie (a) et du lemme 4.4.7.

(c) Cela découle de la partie (b) et du lemme 4.4.7.

Exercises.

4.4.1. Démontrer le lemme 4.4.8.
4.4.2. Démontrer que des matrices similaires ont le méme rang.

4.4.3. Supposons que A et B soient des matrices n X n. Prouver que, si AB est inversible,
alors A et B sont toutes les deux inversibles. N’utilisez pas de déterminants, puisque nous
ne les avons pas encore vus. Indice : Utilisez le lemme 4.4.4.

4.4.4. Supposons que A est une matrice n X m avec des entrées dans F. Rappel (du MAT
1741), que le noyaur de A est

Ker A= {x € F" | Az = 0}.
Prouver que rang(A) + dim(Ker A) = n.

4.4.5. Est-il possible quune matrice A = M;3(R) ait un espace de colonne engendré par
(1,1,1) et un noyaux engendré par (3, —1,2) 7



Chapitre 5

Déterminants et applications
multilinéaires

Vous avez vu le déterminant des matrices dans MAT 1741 et appris a les calculer. Dans
cette section, nous revenons sur cette notion plus en profondeur. En particulier, nous expli-
quons Pourquoi le déterminant est défini tel qu’il est (ou, de maniére équivalente, peut-étre
calculé de la maniére que vous avez apprise) en prouvant que le déterminant est la seule
fonction sur des matrices satisfaisant trois propriétés trés naturelles. Le matériel de cette
section correspond & peu prés a [Tre, Ch. 3.

Nous supposerons dans ce chapitre que 2 # 0 dans le corps F. En particulier, nous
supposons F' # Fy. Nous faisons cela pour pouvoir utiliser 'argument selon lequel, pour

a € F, I'équation a = —a implique que a = 0. En effet, cela ce démontre par
1 1
a=—-a = 20a=0 = E-Qazé-o = a =0.

Mais % n’existe que si 2 # 0. Il existe des moyens d’éviter I'hypothése 2 # 0 en modifiant
légérement les définitions de ce chapitre. Mais, pour simplifier, nous faisons cette hypothése.
Bien stir, il n’y a aucun probléme si F' est Q, R ou C.

5.1 Applications multilinéaires

Supposons que Vi,...,V, et W soient des espaces vectoriels sur un corps F. Une appli-
cation multilinéaire ou application n-linéaire

fVix- - xV, =W

est une application qui est linéaire séparément dans chaque variable. En d’autres termes,
pour chaque i = 1,...,n, si toutes les variables autres que v; sont maintenues constantes,
alors f(vq,...,v,) est une fonction linéaire de v;. Si n = 2, alors nous utilisons le terme
bilinéaire au lieu de multilinéaire.

Ezamples 5.1.1.  (a) Si n = 1, alors f: V} — W est linéaire si et seulement si elle est
multilinéaire.

79
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(b) Supposons que U, V, W sont des espaces vectoriels sur un corps F'. L’application
f: LV, W) x L(U, V) — LUW), f(S,T)=ST,
est bilinéaire. Pour le voir, on vérifie que, pour
c,deF, S/51,8 € L(V,W), e T,T1,Ty € L(UV),
Nous avons

f(CSl + dSQ, T) == (CSl + dSQ)T == CSlT + dSQT == Cf(Sl, T) + df(SQ, T) et
f(S, CT1 + dTg) = S(CT1 + dTQ) == CSTl + dSTg - Cf(S, Tl) + df(S, Tg)

(c¢) L’application

frV XXV = Ve flo,.,vn) =01+ 4 v,

n factors

est linéaire, mais pas multilinéaire sauf si n = 1 ou si V' est ’espace vectoriel nul .
Pour voir que f est linéaire, nous vérifions que, pour tous les scalaires c¢,d et les
vecteurs
Vi, .oy Up, W1, ..., Wy € V,

Nous avons
f(c(vl,...,vn) —i—d(wl,...,wn)) = f(cvy + dwn, . .., cv, + dwy,)
=cvy +dwy + -+ + cv, + dw,
:C<U1+"'+Un)+d(w1+"'+wn)
=cf(v1,...,0n) +df (wy,...,wy,).

Pour voir que f n’est pas multilinéaire en général, supposons que n > 2 et V' ne sont
pas 'espace vectoriel nul. Soit v un vecteur non nul dans V. Alors

f(v,0,...,0)=v+0+---4+0=0v#0.
Mais si f était multilinéaire, nous aurions
f(w,0,...,0,0) = f(v,0,...,0,0-0) =0f(v,0,...,0,0) =0.

C’est une contradiction.
(d) L’application zéro Vj X --- x V,, = W est multilinéaire.

Une application multilinéaire

f:Vx--xV o F
————

n factors

s’appelle une forme multilinéaire ou Forme n-linéaire. Si n = 2, cela s’appelle une forme
bilinéaire.
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Example 5.1.2. Pour toute forme bilinéaire f: V xV — F, on a

f(c1v1 + covg,u) = 1 f(vr,u) + cof (vg,u) et
f(u, c1v1 + cove) = ¢ f(u, v1) + cof (u, va)

pour tous les ¢i,co € F et u,vy,v9 € V.

Chaque ligne d’une matrice A € M, (F') peut-étre vue comme un élément de I’espace
vectoriel F". Par conséquent, en tant qu’espace vectoriel, nous pouvons identifier M, (F')
avec

F" x - x F",
n factors

ou le premier facteur de F™ correspond & la premiére ligne de la matrice, etc. Alors une
application f: M, (F) — F correspond & une application

fr F'"x--- X F" = F,
~—_—

n factors

et on peut demander si cette application est n-linéaire ou non.

Ezamples 5.1.3. (a) Supposons que, pour chaque i = 1,...,n, f;: V; — F soit une forme
linéaire. Alors

fi‘GX"'XVn—)F, f(vla-“?Un):f1<vl)"'fn(vn>a

est une forme n-linéaire. Voir Exercice 5.1.2.
(b) La fonction

f:Mu(F)—F, f(A)=a1 020 - ann, A= (ai,j>7

est une forme n-linéaire. Cependant, si n > 2, ce n’est pas une forme linéaire. Voir
Exercice 5.1.2.

(c) La fonction
tr: Mo (F) = F, tr(A)=a11+aso+--+ann, A=/(a,),

n’est pas une forme n-linéaire. Cependant, il s’agit d’une forme linéaire. Le scalaire
tr(A) est appelée la trace de A. Voir Exercice 5.1.2.

Comme l'illustrent les exemples ci-dessus, une application peut-étre linéaire mais pas
multilinéaire et vice versa. En fait, lorsque n > 2, une application n’est a la fois linéaire et
multilinéaire que lorsqu’il s’agit de ’application zéro. Voir Exercice 5.1.5.
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Exercises.

5.1.1. Prouver que ’application produit vectoriel

fFRPXxR* - R f(u,v) =uAv
(parfois notée u x v) est bilinéaire.
5.1.2. Démontrez les affirmations faites dans Exemples 5.1.3.

5.1.3. Supposer que
f:Vix-oxV,—>W

est une application multilinéaire. Prouver que f(vy,...,v,) = 0 chaque fois que v; = 0 pour
certains 1 <1 <mn.

5.1.4. Soit V' un espace vectoriel dual V*. Montrer que I’application
frVx Ve F fue)=e(v),
est bilinéaire.
5.1.5. Supposons que Vi, Vo, W sont des espaces vectoriels sur F'. Montrer que
fVixVo—=W

est 'application zéro si et seulement si f est a la fois linéaire et bilinéaire.

5.2 Le déterminant

Etant donné A € M, (F) pour n > 2, on note 4, ; la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue
a partir de A en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne. Comme d’habitude nous
notons a; ; 'entrée (4, j) de la matrice A.

Definition 5.2.1 (Déterminant). On définit une fonction
det: M,,(F) — F

récursivement (par rapport a n) comme suit. Pour n = 1 nous définissons

det(A) =Aay.
Pour n > 2, nous définissons
det(A) := Y (=1)"*" det (A1) - aiy. (5.1)
i=1

La fonction det est appelée la fonction fonction déterminant. La valeur det(A) est appelée
le déterminant de A, et est également noté det A ou |A|. Le scalaire (—1)"7 det(A,; ;) est ap-
pelé le cofacteur de 'entrée de A en position (i, j). La formule (5.1) s’appelle Le dévelopement
en cofacteur le long de la premiére colonne de A.
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Example 5.2.2. Pour les matrices 2 X 2, nous avons

det 11 Air2|
€ = 1,1Q22 — A12G021.
21 Q22

Rappelons que I,, est la matrice identité .
Lemma 5.2.3. Nous avons det([,) = 1.

Démonstration. Nous prouvons le résultat par récurrence sur n. Comme
det(l;) = det[1] =1,

le résultat est valable pour n = 1.
Supposons maintenant que det(/,,) = 1 pour un certain n > 1. En notant que (/,4+1), ; =
I,,, nous utilisons (5.1) pour calculer

det(I,q1) = (—1)*det(L,) - 1+ (=1)* det (Ing1)yy - 04 4 (=1)"**det (Ing1),,4, - 0= 1.
O

On rappel de la section 5.1 que det: M,(F) — F peut étre considéré comme une
fonction
det: F" x -+ x F" — F.
—_—

n factors

Theorem 5.2.4. La fonction déterminante det: M, (F) — F est n-linéaire.

Démonstration. Nous prouvons le résultat par récurrence sur n. Le cas de base n = 1 est
évident.

Supposons maintenant que n > 1 et que det: M,,_1(F) — F est (n — 1)-linéaires. Soit
A = (a;j) € M,(F'). Supposons que pour la r-éme ligne de A nous ayons

(Qr1y. oy rpn) =01, ..., by) +E(c1,...,cn), Lk € F.
En d’autres termes, nous avons
Qr; = Eb, + ]{?Ci, 1 S 1 S n.

Soit B la matrice obtenue a partir de A en remplagant la r-iéme ligne par (by, ..., b,) et soit
C' la matrice obtenue a partir de A en remplagant la r-iéme ligne par (cq,...,¢,).
Nous avons

det(A) = ST (— 1) det(Ar) - i
i=1
= Z (—1>i+1 det(Aiyl) . CLZ‘71 + (—1)T+1 det(A,,vl) . am

1<i<n
iF#r
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_1)i+1 (E det(BM) + kdet(C’i,l)) cAi1 -+ (_1>r+1 det(Ar,l) : (ébr,l + ]{?Cr,l)

Il
—

=0 (=1)"*" det(B; 1+kz 1) det(Ciq) - ¢

D 0 det(B) + k det(C),

ou nous avons utilisé I'hypothése de récurrence dans la troisiéme égalité. Ceci termine la
preuve de I'étape de récurrence . O

Ezxample 5.2.5. Le déterminant d’une matrice 2 X 2 est une forme bilinéaire
det: F* x F* - F
donnée par

_ Ty T2 _ _
det ((371,932)7 (y1>?/2)> = det Lh GJ = T1Y2 — T2Y1.

Le lemme suivant sera généralisé par le lemme 5.3.1. Cependant, notre démonstration
du Lemme 5.3.1 dépendra indirectement du cas particulier suivant. Ainsi, nous devons le
prouver indépendamment.

Lemma 5.2.6. Supposons que la matrice B soit obtenue a partir de A € M,(F), n > 2, en
interchangeant deuz lignes voisines. Alors

det B = —det A.

Démonstration. La preuve de ce lemme est laissée sous forme d’exercice 5.2.1. O

Lemma 5.2.7. Si une matrice A € M,,(F), n > 2, a deuz lignes identiques, alors det(A) =
0.

Démonstration. En échangeant successivement les lignes voisines, on peut transformer A en
une matrice B ou les deux lignes identiques sont voisines. Par le lemme 5.2.6, nous avons
det(A) = £ det(B). Maintenant, puisque ’échange des deux lignes identiques voisines de B
laisse B inchangé, le lemme 5.2.6 nous dit que

det(B) = —det(B).

Ainsi det(A) = £det(B) = 0. O
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Exercises.

5.2.1. Démontrer le lemme 5.2.6. Indice : Utiliser (5.1) et une récurrence sur n.

5.2.2. Si A est une matrice n X n et ¢ est un scalaire, quel est le lien entre les déterminants
det(A) et det(cA)?

5.2.3 ([Tre, Ex. 3.3.2]). Comment les déterminants de A et B sont-ils liés si

(a)

a; ag as 2&1 3@2 5@3
A= b1 b2 bg s B = 2b1 3(?2 5b3 X
Ci Cy C3 261 3C2 503
(b)
a; ag as 3&1 4&2 + 5&1 5&3
A= |b by bs|, B=|3b 4by+5b; b5bs
C1 Cy C3 3C1 402 + 501 503

5.2.4 (|Tre, Ex. 3.3.4]). Une matrice carrée (n X n) est appelée anti-symétrique si A' = —A.
Prouver que si A est antisymétrique et n est impair, alors det(A) = 0. Est-ce vrai pair pour
n?

5.2.5 (|Tre, Ex. 3.3.8]). Montrer que

1 a a?
det |1 b b*| =(c—a)(c—0b)(b—a).
1 ¢ ¢

Il s’agit d’un cas particulier de ce qu’on appelle un déterminant de Vandermonde.

5.3 Caractériser les propriétés du déterminant

D’apres le théoréme 5.2.4, le lemme 5.2.7 et le lemme 5.2.3, nous voyons que le détermi-
nant a les propriétés suivantes :

(D1) La fonction det est n-linéaire.
(D2) Nous avons det(A) = 0 chaque fois que A a deux lignes identiques.
(D3) Nous avons det(I,,) = 1.

Nous montrerons bientét que ces propriétés caractériser de maniére unique le détermi-
nant. En d’autres termes, le déterminant est la seule application M, (F) — F satisfaisant
les propriétés (D1)—(D3). Pour ce faire, nous prouverons certaines propriétés du déterminant
en utilisant uniquement les propriétés (D1)—(D3). Par conséquent, ces faits sont vrais pour
tout autre application ayant ces propriétés.

Nous commencons par analyser les effets des opérations élémentaires sur les ligne sur le
déterminant.
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Lemma 5.3.1 (Déterminant sous opération de ligne de type I). Supposons que la matrice
B est obtenue a partir de A € M, (F') en interchangeant deux lignes. Alors

det(B) = —det(A).
En particulier det(P; ;) = —1.

Démonstration. Supposons que B soit obtenu & partir de A en interchangeant les lignes i
et 7. Soit u et v les i-iéme et j-iéme lignes de A, respectivement. Définissons les matrices
suivantes :

— (' est la matrice dont -iéme et j-iéme lignes sont toutes les deux u + v,

— M est la matrice dont i-iéme et j-iéme lignes sont toutes les deux u,

— N est la matrice dont les lignes i-iéme et j-iéme sont toutes les deux v.

Nous avons
0 = det(C) (par (D2))
= det(A) + det(B) + det(M) + det(NV) (par (D1))
= det(A) + det(B) + 0 + 0. (par (D2))
Ainsi det(B) = —det(A). Puisque P, ; est obtenu a partir de la matrice identité en inter-
changeant les lignes i-iéme et j-iéme, nous avons
det(P; ;) = —det(l,) = —1. O

Lemma 5.3.2 (Effet d’une opération de ligne de type II sur le Déterminant). Supposons
qu’une matrice B est obtenue a partir d’une matrice A en multipliant une ligne de A par un
scalaire a € F. Alors

det(B) = a - det(A).

En particulier, det(M;(a)) = a, pour a € F.

Démonstration. La premiére assertion découle immédiatement de (D1). Puisque M;(a) est
obtenu a partir de la matrice d’identité en multipliant la i-iéme ligne par a, nous avons

det(M;(a)) = adet(l,) =a-1=a. O

Lemma 5.3.3 (Effet d’'une opération de ligne de type III sur le Déterminant). Soit a € F'.
Supposons qu’une matrice B est obtenue a partir d’une matrice A en ajoutant a fois la ligne
J alalignei (i #j). Alors

det(B) = det(A).

En particulier, det(E; ;(a)) = 1.
Démonstration. Soit C' la matrice obtenue a partir de A en remplagant sa ligne ¢ par la ligne

j de A. En particulier, C' a deux lignes identiques (& savoir, ses lignes i-th et j-th sont les
mémes). Alors

det(B) = det(A) + adet(C) (par (D1))
= det(A) + 0. (par (D2))
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Lemma 5.3.4. Si A € M,(F) arang(A) <n, alors det(A) = 0.

Démonstration. Par le lemme 4.3.5, on peut utiliser des opérations en ligne de type I et III
pour transformer la matrice A en une matrice B sous forme ligne-échelon. Par les lemmes
5.3.1 et 5.3.3, on a det(A) = £det(B). Si rang(A) < n, alors B a une ligne nulle. Donc
det(B) = 0 par (D1) (voir Exercice 5.1.3). O

Theorem 5.3.5 (Le déterminant est multiplicatif). Pour tout A, B € M, (F), nous avons
det(AB) = det(A) det(B).

Démonstration. Supposons d’abord que rang(A) < n. Puis rang(AB) < rang(A) < n par le
lemme 4.4.4. Ainsi
det(A) det(B) = 0-det(B) = 0 = det(AB),

et nous avons terminé.

Supposons maintenant rang(A) = n. Les lemmes 5.3.1, 5.3.2 et 5.3.3 impliquent que le
théoréme est vrai quand A est une matrice élémentaire. Puisque A est une matrice inversible
(par le lemme 4.4.2), elle peut étre écrite comme un produit A = E1Es--- Ej, de matrices
élémentaires par Lemma 4.4.3. Alors

det(AB) = det(E\ B, - - - By B)
= det(El) det(E2 s EkB)

; det(FEy) det(Es) - - - det(Ey) det(B)
= det(E1 Ey) det(Es) - - - det(Ey) det(B)

= det(A) det(B). O

Le théoréme suivant indique que les propriétés (D1)—(D3) caractérisent de maniére unique
le déterminant.

Theorem 5.3.6 (Caractérisation du déterminant). Supposons que 6: M,(F) — F est une
fonction telle que

(a) 0 est n-linéaire,

(b) 6(A) =0 chaque fois que A a deux lignes identiques,

(c) 0(I,) = 1.
(En d’autres termes, supposons que 0 posséde les propriétés (D1)—(D3).) Alors 6(A) = det(A)
pour tout A € M, (F).

Démonstration. Notez tout d’abord que les résultats des lemmes 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 et
du théoréme 5.3.5 sont valables pour 9, puisque leurs preuves n’utilisaient que les propriétés
(D1)—(D3).
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Tout d’abord, supposons que A n’est pas inversible (c’est-a-dire rang(A) < n). Alors,
par Lemme 5.3.4 (et son analogue pour 4), nous avons

det(A) = 0 = §(A).

Supposons maintenant que A soit inversible. On peut alors écrire A comme un produit
A= FE|FE,---E) de matrices élémentaires. Nous avons

det(A) = det(Ey) - - det(Ey) = 8(Ey) - - det(Ey) = 6(E, - - Ey,) = 6(A). O

Exercises.

5.3.1 (|Tre, Ex. 3.3.5]). Une matrice carrée A est dites nilpotente si A¥ = 0 pour un entier
strictement positif k. Montrer que si A est une matrice nilpotente, alors det(A) = 0.

5.3.2. Prouver que si A et B sont des matrices similaires, alors det(A) = det(B).

5.4 Autres propriétés du déterminant

Nous concluons ce chapitre en démontrant quelques autres propriétés utiles du détermi-
nant.

Lemma 5.4.1. Une matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0. De plus, si A

est inversible, alors
det (A7) = det(A)~".

Démonstration. Si A € M,(F) n’est pas inversible, alors rang(A) < n, et donc det(A) = 0
par Lemme 5.3.4.
Supposons maintenant que A est inversible. Nous avons

det(A) det (A™") = det (AA™") = det([,) = 1.
Ainsi det(A) # 0 et det (A7) = det(A4)~L. O
Lemma 5.4.2. Si A € M,(F), alors
det(A") = det(A).

Démonstration. Si An’est pas inversible, alors rang(A) = rang(A") < n par les lemmes 4.4.9(a)
et 4.4.2. Ainsi, d’apres le lemme 5.3.4, det(A4) = 0 = det(A?).

Supposons maintenant que A soit inversible. On peut alors écrire A comme un produit
A = E\E5--- Ej, de matrices élémentaires par Lemme 4.4.3. Notez que det(E) = det(E")
pour toute matrice élémentaire F (Exercice 5.4.1). Ainsi,

det(A") = det(EL --- ELEY)
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= det(E}) - - - det(EL) det(EY)
= det(E;) det(Es) - - - det(Ey)
= det(A). O

Lemma 5.4.3. Si A est une matrice triangulaire, alors
det(A) = 01,1022 Qpn
est le produit des éléments sur la diagonale de A.

Démonstration. La preuve du cas ou A est triangulaire supérieur est laissée sous la forme
Exercice 5.4.3. Alors le cas triangulaire inférieur découle du lemme 5.4.2. m

Exercises.

5.4.1. Vérifier directement (c’est-a-dire sans utiliser le lemme 5.4.2) que det(E) = det(E")
pour toute matrice élémentaire F.

5.4.2. Une matrice carrée ) est appelée orthogonal si Q'Q) = I (voir Définition 6.2.6). Prouver
que si @) est une matrice orthogonale, alors det(Q) = +1.

5.4.3. Démontrer le lemme 5.4.3 dans le cas ou A est triangulaire supérieur. Indice : Utiliser
(5.1) et une récurrence sur n.

5.4.4. (a) Supposons que la matrice B soit obtenue a partir de A € M, (F') en intervertis-
sant deux colonnes. Prouver que det(B) = — det(A).

(b) Supposons que la matrice B soit obtenue & partir de A € M,(F') en multipliant une
colonne de A par un scalaire a. Prouver que det(B) = a - det(A).

(c) Supposons que a est un scalaire et que la matrice B est obtenue a partir de A € M,,(F)
en ajoutant a fois la j-iéme colonne a la i-iéme colonne. Prouver que det(B) = det(A).

5.4.5. Prouver que le déterminant peut étre calculé par expansion de cofacteur le long de
n'importe quelle ligne ou colonne. Plus précisément, si A € M, (F) avec n > 2, prouver que

det A = Z 1) det(A;;) - a;; pour tous 1 < j < n, (5.2)

et que

det A = Z 1) det(A; ;) - a;; pour tous 1 < i < n. (5.3)

Indice : Pour prouver (5.2), soit B la matrice obtenue a partir de A en intervertissant les
premiére et j-éme colonnes. Associez det(A) a det(B) et calculez det(B) a l'aide de (5.1).
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5.4.6 ([Tre, Ex. 3.3.9]). Soit A une matrice carrée. Montrer que les matrices triangulaires

blocs
I M A M I 0 A 0
0o A\’ o I}’ M A’ M 1

ont tous un déterminant égal a det(A). Ici M est une matrice arbitraire.

5.4.7 (|Tre, Ex. 3.3.10]). Utilisez Exercise 5.4.6 pour montrer que, si A et C' sont des matrices
carrées, alors

det {A B} — det(A) det(C).

0 C

Ici B est une matrice arbitraire. Indice :
A Bl |I B||A DO
o C| |0 C|l|lo I|-

5.4.8 (|Tre, Ex. 3.3.11]). Soit A une matrice m X n, et soit B une matrice n x m. Montrez

que
0o A

det {—B 7

} — det(AB).

Indice : Bien qu’il soit possible de transformer la matrice par opérations sur les lignes en
une forme ot le déterminant est facile a calculer, le moyen le plus simple est de multiplier a

droite par
I 0
B I|°

5.4.9 (|Tre, Ex. 3.5.5]). Soit D,, le déterminant de la matrice

S
1 1

ou toutes les entrées non spécifiées sont nulles. En utilisant le dévelopement en cofacteurs,
montrez que D,, = D,,_1 + D,,_5. Ceci (avec un calcul de D; et D) implique que D, est le
n-iéme nombre de Fibonacci.



Chapitre 6

Espaces pré-euclidien

Dans ce chapitre, nous étudions les espaces pré-euclidien, qui sont des espaces vectoriels
équipé d’une structure additionel. Cette structure est la notion de produit scalaire, qui peut
étre considéré comme une généralisation du produit scalaire usuel de R™ & des espaces vecto-
riels arbitraires. En particulier, lorsqu’on a un produit scalaire, on peut parler de la longueur
(ou norme) d’un vecteur. Le matériel de ce chapitre correspond a peu prés a [Tre, Ch. 5].

6.1 Deéfinitions

Definition 6.1.1 (Espace pré-euclidien). Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel V'
est une application

<'7'>:VXV_>R7 (£E7y)—><l'7y>
vérifiant

(a) (v,v) >0et (v,v) =0 <= v =0 pour tous lesv € V,
(b) (v,w) = (w,v) pour tous les v,w € V, et

(c) (c1v1 + covg, w) = c1{v1, w) + co(vq, w) pour tous les vy, ve,w € V et ¢1,c € R.

Un pré-euclidien est un espace vectoriel réel V' munit d’un produit scalaire.
Remark 6.1.2. Les propriétés (b) et (c) impliquent que

(v, crwy + cows) = c1(v, w1) + c2(v, wo)
pour tous les v, wy,wy € V et ¢,¢o € R. Donc (-, -) est bilinéaire.

Example 6.1.3. Sur R,

(x,y) :=x-y (produit scalaire)

=a'y (produit matriciel)

est un produit scalaire, appelé le produit scalaire canonique sur R"™.

91
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Ezample 6.1.4. Sur Cla,b] := {f: [a,b] = R | f est continue},

(f, ) = / F(t)g(t) di

est un produit scalaire. La propriété (a) est la seule propriété difficile a vérifier. Cela repose
sur le fait que si h est une fonction continue a valeurs réelles sur [a, b] et A(t) > 0 pour tout
t € [a,b], alors

/bh(t)dtzo e h(t)=0VtE [a,b].

Definition 6.1.5 (Norme). Si (V,(-,-)) est un espace pré-euclidien, alors la norme d’un
vecteur v € V est défini comme étant

[l := /(v 0).

Theorem 6.1.6. Si V' est un espace pré-euclidien, alors

(a) ||[v|]| =0 < v =0 pour tous lesv € V,

(b) ||cv]] = |e|||lv]|| pour tous lesc € R et v € V,

(¢) (v,w) =% ([[v+w|]* = |[v —w||?) pour tous les v,w € V (Identité de polarisation), et
(d) ||v+w|*+|v—wl|]* = 2||v||*+2||w]||* pour tous lesv,w € V (Régle du parallélogramme).

w

Démonstration. La preuve de ces équations est laissée comme ’exercice 6.1.1. O

Theorem 6.1.7 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Si (V,(-,-)) est un espace pré-euclidien,
alors
(v, w)| < o[ fwl] ¥ v,w, €V,

et l’égalité est vraie ci-dessus si et seulement si {v,w} est une famille liée.

Démonstration. Soit
p(t) = (v+tw,v+tw), teR.

Alors p(t) > 0 pour tous les t € R. A présent
p(t) = (v,v) + v, W) + t{w, v) + *(w, w) = [Jv]|* + 2t(v, w) + [lw]]?,

et donc p est un polynéome quadratique. Comme p(t) > 0 pour tout ¢ € R, il peut avoir au
plus une racine. Rappelons que si un polynéme p(t) = at® + bt + ¢ a au plus une racine, alors
b — dac < 0 (avec égalité si et seulement si p a exactement une racine). Ainsi

b* —dac = v, w)” — 4v*lw]* <0 = [{v,w)] < [[o]l]|w]].
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On a I'égalité si et seulement si il existe un unique ty € R tel que
0 = p(to) = (v + tow, v + tyw),
ce qui implique que v + tow = 0, et donc {v, w} est une famille liée. O

Example 6.1.8. Dans le cadre de '’exemple 6.1.4, nous avons

/a " fwe) dt] < \/ / et / g

Ce n’est pas du tout un fait évident. (Essayez de le prouver directement en utilisant des
méthodes de 'analyse — c’est difficile!)

Corollary 6.1.9 (Inégalité triangulaire). Si V' est un espace pré-euclidien, alors pour tout
v,weV,
[+ wl < flvf] + [[w].

C’est ce qu’on appelle I’inégalité triangulaire.
Démonstration. Nous avons
lo+w? = (v+w,v+w) = [[v]|*+2(v, w) + [w|* < ([l +2]o]l lw] +[Jw]* = (o] +[lw])*.

Prendre les racines carrées donne l'inégalité triangulaire. O]

Exercises.

6.1.1. Démontrer le théoréme 6.1.6. Indice : Remplacer les normes par des produit scalaires.
Pour les deux derniéres parties, développez les deux cotés de chaque équation.

6.1.2 (|[Berl4, 5.1.1]). Montrer que si v et w sont des vecteurs dans un espace pré-euclidien
tel que
ol = [lwl* = (v, w),

alors v = w.
6.1.3. Soit u, v des vecteurs dans un espace pré-euclidien, montrez que

(u,v) =0 <= Ju+ol* = [lul* + [[o]*

6.1.4 (|Berl4, 5.1.3|). Pour les vecteurs non nuls v, w dans un espace pré-euclidien, prouver
que [|[v + wl|| = ||v|| + ||w]|| si et seulement si v = cw pour certains ¢ > 0. Indice : Inspecter
la preuve du Corollaire 6.1.9, puis appliquer la deuxiéme assertion du Théoréme 6.1.7.
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6.1.5 (|Berl4, Ex. 5.1.6]). Supposons que 71, ...,7, soient des nombres réels strictement

positif . Montrer que
n

<1‘a y> = Z Tia;b;,

i=1
pour z = (ay,...,a,),y = (by,...,b,) définit un produit scalaire sur R™ (différent du produit
scalaire canonique, sauf ry =ry =--- =r, = 1).

6.1.6 ([Berl4, Ex. 5.1.7]). Dans I'espace pré-euclidien du produit de 'exemple 6.1.4, prouvez
que si f et g sont continuement différentiables (c’est-a-dire que les dérivées f’ et ¢’ existent
et sont continue), alors

(f. gy +{f" 9) = f(b)g(b) — fa)g(a).
Indice : Intégration par parties.

6.1.7 (|Berl4, Ex. 5.1.9]). Supposons que V' est un espace pré-euclidien et que 7: V. — V
est une application linéaire. Montrer que

(Tu, Tv) = i (17w + o)I* = 1T (u = v)]?)

pour tous les vecteurs u et v. Indice : Utilisez le théoréme 6.1.6.

6.2 Orthogonalité

Definition 6.2.1 (Orthogonal et orthonormée). Si V' est un espace pré-euclidien et v, w € V,
on dit que v et w sont orthogonal, et on écrit v L w, si (v,w) = 0. On dit qu'un ensemble

{v1,...,v,} de vecteurs dans V' est orthogonal si
[ je # 3,
vy Yyl T . .
||Ui||27é07 =7

En d’autres termes, ils sont non nuls et orthogonaux deux & deux. On dit que I’ensemble
{uy, ..., un} est orthonormée ou orthonormale si elle est orthogonal et ||u;|| = 1 pour tout
i=1,...,m (i.e. chaque u; est un vecteur unité).
Theorem 6.2.2. Si la famille {vy,...,v,} est orthogonal, alors elle est libre.

Démonstration. Supposons
cvy+ -+, =0

pour certains scalaires ¢y, ..., c,. Alors pour chaque j =1,...,n,
n n
2
0=1(0,05) = { D _civp,v; ) = > cilvi,v) = ¢y
i—1 i=1

Depuis ||v;]|* # 0, cela implique ¢; = 0. Comme cela est vrai pour tout j =1,...,n, on voit
que I’ensemble est libre. O
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Definition 6.2.3 (Projection). Supposons que V' est un espace pré-euclidien. Pour v € V,
v # 0, on appel projection I'application proj,: V — V défini par

{u, v)

proj, u = v.
S el?

) < v > v
proj, u = { u, —— ) —.
! |l / |lv]]

Noter que

4
N
Y]

v

Mol proj,(u)

Theorem 6.2.4. Si U est un sous-espace de dimension finie d’un espace pré-euclidien V,
alors U a une base orthogonale (donc une base orthonormée également).

La preuve de ce théoréme repose sur un processus appelé algorithme de Gram-Schmadt
ou procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmaidt.

Démonstration. Soit {vy,...,vx} une base quelconque de U. Nous produisons une base or-
thogonale {wy, ..., wx} de U comme suit.
wyp =10

Wy = U3 — Proj,, U2

W3 = Uz — PIO]yy, Vs — PIO]y, Us

k-1

Wy = UV, — E proj,, k-
=1

Nous affirmons que {wy,...,w;} est une famille orthogonal. Il découle alors du théoréme
6.2.2 qu’elle est linéairement indépendante, et donc une base de U (puisque U a la dimension

Nous prouvons 'affirmation par récurrence. Pour 1 < n < k, soit P(n) I'assertion selon
laquelle

(a) Span{wy,...,w,} = Span{vy,...,v,}, et
(b) {wi,...,w,} est orthogonal.

Nous savons que P(1) est vrai car Span{w, } = Span{v;} (depuis w; = vy) et {w,} = {v1}
est orthogonal car w; = vy # 0.
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Maintenant, nous montrons que, pour 1 <n < k, P(n) = P(n + 1). Supposons donc
que P(n) est vrai. En d’autres termes, Span{wy, ..., w,} = Span{vy,...,v,} et {wy,...,w,}
est orthogonal. Alors, pour 1 < i < n, nous avons

<wn+17wi> = <Un+17wi> - <
l

3
=
3
t
£
S
g
~_—

— Jlwl?
n
(% W
= o)~ 30 e ), )
=1
. <'U > o <Un+17wi>< ) >
- 7L+17w7, ”’LU,J“Q ’LJwZ
=0.

De plus, si w,;1 = 0, alors

n

Up1, W
Upt1 = Z Mwl € Span{wy, ..., w,},

—~  lwl?
et donc, par I'hypothése de récurrence P(n)(a), v,41 € Span{vy,...,v,}. Mais cela est
impossible puisque {vy,...,v,41} est linéairement indépendant. Ainsi w,.; # 0 et donc
{wy, ..., w,11} est orthogonal. Donc P(n + 1)(b) est valide.
A présent,
Wyt € Span{wy, ..., Wy, Vpy1} = Span{vy, ..., Vi1t

puisque P(n)(a) tient, donc
Span{wy, ..., wys1} € Span{vy, ..., Vpy1}-
En outre,

n
Un+1 = Wp41 + Z projwl Un+1 € Span{wh cooy Wy, wn—‘rl})
=1
pour que
Spa‘n{vla R 7vn+1} g Span{wlv s awn-‘rl}‘
Ainsi P(n + 1)(a) est également valable. Ceci termine la preuve par récurrence.
On peut alors former une base orthonormée

w1 W
T [
{Ille’ ’ IIwkH}

Ezample 6.2.5. Prenez V' = Py(R) avec le produit scalaire
1
w0 = [ pa) it p.ae PR
—1

Notez que, aprés avoir restreint le domaine des fonctions polynomiales a [—1, 1], P2(R) est
un sous-espace de l'espace de 'espace pré-euclidien C[—1,1] (puisque les polynémes sont
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continus) et ce qui précéde est la restriction du produit scalaire sur C[—1, 1] (voir Exemple
6.1.4) a Po(R) .

Soit {1,¢,#*} la base standard de Py(R). Nous trouverons une base orthonormale en
utilisant l'algorithme de Gram-Schmidt. Nous avons

w1:1,

{t,1)

wg =1 —proj;t =1t —

(i
A présent,
1 R
(t,1) / 1 =33
Par conséquent,
wy=t—0=t
#2.1) . (2.1)
wy = 1* = 1- t.
i il
Or
1 1
1 1 -1 2
-1 3 |, 3 3 3
1
1 = (1,1) =/ 1-1dt =2,
-1
1 1 1
. 1,
Ainsi,
1
wg—tQ——._.lth_g‘
Ainsi,

est une base orthogonale de Py (R).
Maintenant, si nous voulions une base orthonormée de P(R), nous calculons

1 9 NG
1l = V2. ||t||2=/ Pat=2 = |1 =22,

. 3 3
et
! 1\? ! 2, 1 1, 2., 1| 2 8
2 = - dt:/ =P ) dt=-t* -t t| =4 =—.
s /_1( 3 . 3" 9 50790 o' 9T B
Soit
wn = 1 :ﬁ w — 22 :@ e W3 3VI0[p 1
el 2 flwel 27 s 4 3)

et donc (u;, u;j) = ;.
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Les bases orthogonales sont pratiques, puisque si {ui,...,u;} est une base orthogonale
pour U, et v € U, alors

) y e A UE)
| |

(Voir Exercice 6.2.4.) En d’autres termes,

k
v:ZCiui, ou ¢ M
i=1

- 2
s
sont les Coefficients de Fourier de v par rapport a uq,...,u;. C’est pratique, car cela nous
fait gagner du temps. Nous n’avons pas besoin de résoudre un systéme linéaire pour trouver
les coefficients ¢y, ..., ¢, comme nous aurions normalement besoin de le faire. Le calcul des

coefficients de Fourier demande généralement moins de travail (Quand nous avons une base
orthogonale).

Definition 6.2.6 (Matrice orthogonale). Une matrice A € M, (F) est appelée orthogonal si
AtA = 1.

Lemma 6.2.7. Une matrice A € M,(R) est orthogonale si et seulement si ses colonnes
forment une base orthonormée de R"™ (avec le produit scalaire comme produit scalaire).

Démonstration. Soit A= [v; -+ wv,] (C’est-a-dire v; est la i-éme colonne de A). Alors
v
AA = | : [Ul vn}.
,Ut

n
Ainsi, Pentrée (i, j) de A*A est viv;. Ainsi
AlA =], <— vaj =0;; <= {v1,...,v,} est orthonormé.

Puisque F" est n-dimensionnel et que les familles orthonormés sont linéairement indépen-
dantes, le résultat suit. O

Definition 6.2.8 (supplaimentaire orthogonal). Soit U un sous-ensemble d’un espace pré-
euclidien V. Puis on définit

Ut ={veV|{vu)=0YuecU}.

Si U est un sous-espace (par opposition a juste un sous-ensemble), alors UL est appelé le
suplaimentaire orthogonal de U. La notation U+ se lit “U orthogonale”.

Theorem 6.2.9. Supposons que V' est un espace pré-euclidien et que U est un sous-espace
de dimension finie de V. Alors

(a) Ut est aussi un sous-espace de V, et
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(b) V=UqU*.
La preuve utilisera 1'idée importante de « dualité » dans les espaces pré-euclidien.

Lemma 6.2.10. Supposons que V' est un espace pré-euclidien. Définissons ¢: V. — V* par

p(v)(w) = (v, w).
S1 'V est de dimension finie, alors ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons ci,cs € R et v, v9 € V. Alors pour tout w € V/,

w11 + caua)(w) = (101 + Cav9, W)
= c1{(v1, w) + co(vg, w)
= (crp(v1))(w) + cap(v2)(w).
Ainsi
p(c1v1 + cav2) = crp(v1) + cap(v2),

et donc ¢ est linéaire. Comme dimV = dim V*, il suffit de montrer que ¢ est injectif.
Supposons ¢(v) = 0 pour certains v € V. on note que

0= p(v)(v) = (v, v)|v]l%
et donc v = 0. Donc ¢ est injectif et donc un isomorphisme. O]

Corollary 6.2.11 (Théoréme de représentation de Riesz). Si V' est un espace pré-euclidien,
alors pour tout f € V*, il existe un v € V unique tel que

f(w) = (v,w), YweV.

En d’autres termes, toutes les formes linéaires sur V' sont données par le produit scalaire
avec un vecteur five de V.

Démonstration. Cela découle du fait que ¢ dans le lemme 6.2.10 est bijectif. O

Preuve du Théoréeme 6.2.9. La preuve de la partie (a) est laissée comme exercice 6.2.1. Nous
prouverons la partie (b). Nous devons donc montrer que U N U+ = {0} et U + U+ = V.
Supposons v € U NU*. Alors

(v,uy=0 Yuel,

comme v € U+. Mais puisque nous avons aussi v € U, nous avons (v,v) = 0. Ainsi v = 0.
Donc U N U+ = {0}.
Maintenant, nous montrons U + U+ = V. Soit v € V et définissons

f:U—=R, f(u)=(vu VYuel.

Puis f € U*. Maintenant, U est un espace pré-euclidien de dimension finie (nous restrei-
gnons simplement le produit scalaire sur V' a U). Par conséquent, d’aprés le théoréme de
représentation de Riesz pour U, il existe un u € U tel que

f(u) =(t,u) Vuel.
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Par conséquent,
(,u) = (v, ) VuelU = (v—d,u) =0Vuel = v—acU".

Alors
v="1+ (v—au)eU+U"

Puisque v était arbitraire, nous avons V = U + U™, n

Corollary 6.2.12. 57 U est un sous-espace d’un espace pré-euclidien de dimension finie V,
alors

dmU* =dimV — dim U.

Corollary 6.2.13. Rappelons que si U est un sous-espace de dimension fini d’un espace
pré-euclidien 'V, alors V. =U & U+ (Théoréme 6.2.9(b)). Définir

projy: V = V. projy(utaz)=u, uwel, zeU

Cette application a les propriétés suivantes :

(a) Improj,; = U,

(b) Ker proj,; = U+,

(¢) (v—projyv,u) =0 pour tous lesv € V, u € U,

(d) ||lv—projyv| < ||lv—u| pour tous les uw € U, et I’égalité est vraie si et seulement si
U = projy v.

Démonstration. Les instructions (a) et (b) sont faciles. Si v = u + 2 = proj, v + x (pour
ue U,z e UL), alors v — projyv =z € UL, donc (c) est valable.

Il reste & montrer (d). Soit @ = proj;; v, donc v = @+, avec x € UL. Maintenant, laissez
u étre nimporte quel vecteur dans U. Alors

lv —ull® = [lv — @+ @ — ul|?
= [z + (@ —u)|*
= llz)* + 2z, @ — u) + [|a - ul?

= |lz)* + | — ul®.
Ainsi
o —ul]? = lv—all® + & — ul?

et donc

lv = ul* > [l —al*

De plus, I'égalité est vraie si et seulement si || — u||* = 0, c’est-a-dire u = @ = projyv. O
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L’application proj;; s’appelle la projection orthogonale sur U. Le vecteur proj; v est la
“meilleure approximation” de v par un vecteur dans U.

Remark 6.2.14. Si {uy,...,ux} est une base orthogonale pour U, alors une formule explicite
pour proj; est
: _ <v,u1) <v,u2) <U>uk>
A P ER R A ER N PR R

En effet, si v/ dénote la formule & droite de ’égalité, alors v' € U, et un court calcul montre
que v — v’ € U*. Par unicité de la décomposition v = @+, @ € U, x € U™, on conclut que
v' = projy v.

Corollary 6.2.15. Si U est un sous-espace d’un espace pré-euclidien de dimension finie V,
alors (UL)L =U.

Démonstration. Si u € U, alors (u,v) = 0 pour tout v € U~L. Ainsi, par définition, u €
(UL)L. Donc U C (UL)L. En outre,

dim (UL)L =dimV —dimU* = dimV — (dimV — dim U) = dim U.
. L
Ainsi U = (U ) : O
Corollary 6.2.16. Supposons que U est un sous-espace d’un espace pré-euclidien de di-
mension finie V. Alors lisomorphisme p: (U @ UL) =V — V* du lemme 6.2.10 satisfait
¢ (U+) =U°.
Démonstration. Nous avons

e() €U’ <= p()(u)=0VuecU < (vu)=0YueclU < velU" u

Exercises.

6.2.1. Supposons que U est un sous-ensemble d’un espace pré-euclidien V.

(a) Montrer que U+ est un sous-espace de V.



102 Espaces pré-euclidien

(b) Montrer que U+ = V si et seulement si U = @ ou U = {0}. Note : Nous ne faisons
aucune hypotheése ici sur le fait que U ou V sont de dimension finie ou que U est un
sous-espace vectoriel.

6.2.2. Démontrer que les vecteurs u,v dans un espace pré-euclidien sont orthogonaux si et
seulement si ||u + v|| = [Ju — v]|.

6.2.3. Pour les vecteurs u,v dans un espace pré-euclidien, prouver que ||ul| = |[|v|| si et
seulement si u + v et u — v sont orthogonaux.

6.2.4. Prouver que si {uy, ..., u;} est une base orthogonale pour un espace pré-euclidien U,
et v € U, alors
(v, u1) (v, u2) (v, ug)
= Uq Uo + ..+ Ug .
[Jua |2 [Juz|? [ |12

6.2.5 (|Berl4, 5.1.2|). (Inégalité de Bessel) Dans un espace pré-euclidien V', si xy, ..., z, sont
des vecteurs unité orthogonaux deux a deux (c’est-a-dire ||z;|| = 1 pour tout 4, et z; L z;
quand ¢ # j) alors

n
Z (2, z;)|* < ||z||* pour tous z € V.
i=1
Indice : Définissez ¢; = (x,x;), y = c1xq + -+ - + cpx, €6 2 = x — y. Montrez que y L z et
appliquez l'exercice 6.1.3 & x = y + 2 pour conclure que ||z|* > ||y

6.2.6 (|Berl4, Ex. 5.1.5]). Supposons que 1, ...,x, sont des vecteurs dans un espace pré-
euclidien qui sont orthogonaux par paires, c’est-a-dire (z;, z;) pour i # j.
2
(a) Prouver que |30, @il = 320, [l
(b) En déduire une preuve alternative du Théoréme 6.2.2.

6.2.7 ([Berl4, Ex. 5.2.2]). Soit X un ensemble et soit V' = F(X,R) (voir exemple 1.2.5). Soit
W C V T'ensemble de toutes les fonctions f € V' dont le support

{r e X|f(z)#0}

est un sous-ensemble fini de X. Démontrez les affirmations suivantes :

(a) W est un sous-espace de V.
(b) La formule

(f.9)=>_ f(x)g(x)

zeX

définit un produit scalaire sur W. (Notez que, néme si ’ensemble X peut étre infini, la
somme ci-dessus a au plus un nombre fini de termes non nuls, et est donc bien définie.)
(c¢) La formule
o(f) = ()
zeX
définit une forme linéaire sur W.
(d) Si X est infini, il n’existe pas g € W tel que ¢(f) = (f, g) pour tout f € W.
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6.2.8 ([Berl4, Ex. 5.2.4]). Si V' est un espace pré-euclidien (pas nécessairement de dimension
finie), alors U = (U+)* pour chaque sous-espace de dimension finie U. Indice : La preuve
du Corollaire 6.2.15 n’est pas applicable ici, puisque nous ne supposons pas que V est de
dimension finie. Le probléme est de montrer que (U+)t C U. Sixz € (UH)t et x = y + 2,
avec y € U et z € UL, comme dans Théoréme 6.2.9, alors z = x —y € (U+)*, donc 2z L z.

6.2.9 (|Berl4, Ex. 5.2.6]). Supposons que U et V soient des sous-espaces d'un espace pré-
euclidien. Démontrez que :

(a) (U+V)L =Utnv+t,
(b) (UﬂV)L =Ut 4+ Vi
Indice : Utilisez le corollaire 6.2.15.

6.2.10 (|[Berl4, Ex. 5.2.7]). Considérez R?® avec le produit scalaire canonique. Si
V = Span{(1,1,1),(1,-1,1)},

calculez V=,

6.3 Adjoints

Rappelons (Lemme 6.2.10) que si V' est un espace pré-euclidien, alors nous avons un
isomorphisme
oy: V=V o) (w) = (v,w), Yv,weV. (6.1)

Definition 6.3.1 (Adjoint d'une application linéaire). Si T: V' — W est une application
linéaire entre des espaces pré-euclidien de dimension finie, I'adjoint de T est I'application
linéaire T*: W — V définie par

T* = oyt o T" o o,
ou T*: W* — V* est I'application transposée de T" de la définition 3.7.7.

VLW

tpvlT l@w

Proposition 6.3.2. Si T: V. — V est une application linéaire sur un espace pré-euclidien
de dimension finie, alors
(Tv,w) = (v, T"w) Y v,w,€V. (6.2)

Démonstration. Soit ¢ = @y : V — V* Iisomorphisme (6.1). Puis T* = o=t o T* 0 ¢ et donc
poT* =T o p. Maintenant, pour tout v,w € V', nous avons

(o T)(w)(v) = (p(T"w))(v) = (T"w,v) = (v, T"w),
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tandis que

(T o p)(w)(v) = T (p(w))(v) = (w)(Tv) = (w, Tv) = (Tv,w).

Ainsi
(Tv,w) = (v, T"w) VY v,w,eV. O

Proposition 6.3.3. Si V est un espace de produit pré-euclidien de dimension finie, alors la
propriété (6.2) caractérise l'adjoint. En d’autres termes, si S: V. — V' satisfait

(Tv,w) = (v,Sw) VYwvwelV,
puis S =T*.
Deémonstration. Nous avons

(Tv,w) = (v,5w) YVo,weV = (v,5) = (v, T*w) Vo,weV (par (6.2))
= (v,(S—THYw)=0Yv,weV
— (S—-T Yw=0VweV
— S=1"

Pour le deuxiéme <= ci-dessus, I'implication directe = s’obtiens en prenant v = (S —
T*)w. Cela donne ((S — T*)w, (S — T*)w) = 0, ce qui implique que (S — T*)w = 0 par
définition 6.1.1(a). O

Remark 6.3.4. Souvent dans la littérature, le méme symbole est utilisé pour la transposée
et 'adjoint. C’est parce que 'isomorphisme p: V' — V* est tellement "naturel" pour un
espace pré-euclidien que nous I""effagons" dans I’équation ¢ o T* = T™ o . De plus, comme
nous le verrons plus loin, dans ’exemple classique de R"™ avec le produit scalaire, I’adjoint
correspond a la transposée d’une matrice.

Theorem 6.3.5. Soit A = M, (R) (c’est-a-dire que A est une matrice n xn avec des entrées
réelles). Supposons que T: R™ — R" est défini par T'(v) = Av pour tout v € R™. Alors si R"
est munit de son produit scalaire canonique, nous avons

T*(v) = Av VoveR™
Démonstration. Soit v, w € R™. Alors

(Tv,w) = (Av) -

w (produit scalaire)
= (Av)'w (produit matriciel)

= v - (A'w)
= (v, A'w).

Donc, d’aprés la proposition 6.3.3, T*(v) = A'v pour tout v € R™. ]
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Definition 6.3.6 (Transformation orthogonale, isométrie). Un transformation orthogonale,
ou isometrie, est une application linéaire 7': V' — V sur un espace pré-euclidien V' qui
préserve le produit scalaire :

(u,v) = (Tu, Tv), pour tous u,v € V.

Corollary 6.3.7. Une application linéaire T: R™ — R"™ est une transformation orthogonale
pour le produit scalaire canonique si et seulement si sa matrice, relative a la base canonique
de R™, est une matrice orthogonale.

Démonstration. Soit A la matrice de T relative a la base canonique de R. Puis Tv = Av
pour tous les v € R™. Nous avons

T est orthogonal <= (Tu,Tv) = (u,v) pour tous u,v € V
< (u,T*Tv) = (u,v) pour tous u,v € V
< (u, A'Av) = (u,v) pour tous u,v € V
<= (u, A"Av —v) = 0 pour tous u,v € V
<= A'Av—v =0 pour tous v € V (comme dans la preuve de la Prop. 6.3.3)
<= A'Av =v pour tous v € V
— AlA=1
<= A est orthogonal. m

Voir Exercice 6.3.5 pour une généralisation du Corollaire 6.3.7.

Exercises.

6.3.1 ([Berl4, Ex. 5.3.1]). Considérez R?® et R? comme des espaces pré-euclidien avec les
produits scalaire canoniques. Soit T: R3 — R? ’application linéaire définie par

T(a,b,c) = (2a — ¢,3b+ 4c).

(a) Trouver la matrice de T* relative aux bases orthonormées canoniques.

(b) Trouver la matrice de T* relative & la base 3(1,v/3),1(—v/3,1) de R? et a la base
canonique e, ey, e3 de R3.

6.3.2 (|Berl4, Ex. 5.3.3]). Supposons que U et V soient des espaces pré-euclidien, et que
T:U —V,S:V — U soient des applications telles que

(Tu,v) = (u, Sv) pour tous u € U, v € V.

Prouver que S et T sont linéaires (et S = T* quand U et V sont de dimension finie).
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6.3.3 (|Berl4, Ex. 5.3.4]). Pour A, B dans l'espace vectoriel M,,(R) des matrices réelles n xn,
définissez
(A, B) = tr(AB").

Prouver que M,(R) est un espace de pré-euclidien et trouver la formule de ||A|| en fonction
de ses entrées a; ;.

6.3.4 (|Berl4, Ex. 5.3.7]). Supposons que U et V sont des espaces pré-euclidien de dimension
finie, T: U — V est une application linéaire, A est un sous-ensemble de U et B est un
sous-ensemble de V. Démontrez que :

(a) T(A)* = (T*)7H(AY);

(b) T*(B)* =T~} (B4);

(c) T(U)* =KerT*, donc V =T(U) ® Ker T*;
(d) T*(V)t =KerT, donc U =T*(V) & Ker T';
(e) T(A) C B = T*(B*) C AL

6.3.5. Supposons que B est une base orthonormée d’un espace pré-euclidien de dimension
finie V et T: V — V est une application linéaire. Montrer que T est une transformation
orthogonale si et seulement si [T]5 est une matrice orthogonale. (Ceci généralise le Corol-
laire 6.3.7.)

6.3.6 (|Berl4, Ex. 12.4.3|). Supposons que V' et W soient des espaces pré-euclidien de di-
mension finie et T € L(V, ).

a) Prouver que T et T™ ont le méme rang.
g

(b) Prouver que T et T*T ont le méme noyau et le méme rang.



Chapitre 7

Diagonalisation

Dans ce dernier chapitre, nous étudions les vecteurs propres, les valeurs propres et la
diagonalisation. Vous avez vu ces concepts dans MAT 1741. Ici, nous les discutons plus en
détail. En particulier, nous discutons en détails la diagonalisabilité des matrices symétriques.
Ce chapitre correspond a peu preés a [Tre, Ch. 4].

Tout au long de ce chapitre, V' est un espace vectoriel sur un corps F. Si V est de

dimension finie, T € L£(V) et B est une base ordonnée pour V, nous écrirons [T'|g pour
715

7.1 Vecteurs propres, valeurs propres et diagonalisation

Les matrices diagonales sont particuliérement faciles & manipuler. Ainsi, si T' est une
application linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie V', on aimerait savoir si on
peut trouver une base B de V telle que [T soit diagonale. Si une telle base existe, comment
pouvons-nous la trouver ?

Definition 7.1.1 (application diagonalisable, matrice diagonalisable). On dit qu’une appli-
cation linéaire T' € L(V') est diagonalisable s’il existe une base ordonnée B pour V telle que
[T g est une matrice diagonale. Une matrice A € M, (F') est diagonalisable si I'application
linéaire F™* — F™, v — Aw, est diagonalisable.

Lemma 7.1.2. Supposons A € M, (F). Si A est diagonalisable, alors toute matrice similaire
a A est diagonalisable. De plus, A est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a
une matrice diagonale.

Démonstration. Cela découle de la discussion dans la section 4.2, ol nous avons vu que si

T est application linéaire
T: F" - F", v+~ Av,

alors les matrices [T'|p pour T, pour les bases ordonnées B, sont précisément les matrices
semblables & A. (En particulier, A est la matrice pour 7" dans la base standard.) O

Definition 7.1.3 (Vecteur propre, valeur propre). Supposons 7" € L(V'). Un vecteur non
nul v € V est appelé un vecteur propre de T' s’il existe un scalaire \ € F' tel que

Ty = M.

107
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Le scalaire A est appelé la valeur propre correspondant au vecteur propre v.
Si A € M,(F), un vecteur non nul v € F™ est appelé un vecteur propre de A si

Av = .

Le scalaire \ est appelé la valeur propre correspondant au vecteur propre v. Notez que si
nous considérons A comme une application linéaire F — F" v+ Aw, alors cette définition
coincide avec la précédente.

Theorem 7.1.4. Supposons que V' est de dimension finie.

(a) Une application linéaire T € L(V) est diagonalisable si et seulement s’il existe une
base de V' constituée de vecteurs propres de T

(b) Si T € L(V) est diagonalisable et B = {v1,vq,...,v,} est une base ordonnée de V
constituée de vecteurs propres de T, alors [T|p est une matrice diagonale, et sa j-iéme
entrée diagonale est la valeur propre \; correspondant a vj, pour j =1,...,n.

(¢) Une matrice A € M, (F) est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de F™
constituée de vecteurs propres de A.

(d) Supposons que A € M, (F) est diagonalisable et que B = {vy,vq,...,v,} est une base
ordonnée de V' constituée de vecteurs propres de A. Soit

P = [vl vn]
soit la matrice dont la i-éme colonne est v;. Alors P~YAP est une matrice diagonale.

Démonstration. Supposons que T est diagonalisable. Alors il existe une base ordonnée B =
{v1,...,v,} de V telle que [T]|p soit diagonale. Soit \; la j-iéme entrée diagonale de [Tg.
Alors, pour j = 1,...,n, nous avons

Tv; = C5'[T)5Cpv; = C5*[T)pe; = Czlhje; = ;.

Ainsi v; est un vecteur propre avec la valeur propre correspondante \;. Donc B est une base
de V constituée de vecteurs propres de T'. Cela prouve une implication dans la partie (a).

Supposons maintenant que B = {vy,...,v,} soit une base de V' constituée de vecteurs
propres de T'. Alors, pour 7 =1,...,n,

T/Uj = )\jUj,

oll A\; est la valeur propre correspondant & v;. Ainsi [T|p est une matrice diagonale, et sa
j-éme entrée diagonale est A;. Cela prouve la partie (b) et I'implication inverse dans la
partie (a).

La partie (¢) découle immédiatement de (a).

Pour prouver la partie (d), supposons que A € M, (F) est diagonalisable et que B =
{v1,v9,...,v,} est une base ordonnée de V' constituée de vecteurs propres de A. On définit

T: F" — F", Tv= Av.

Par la partie (b), T" est diagonalisable et [T]p est diagonal. Soit D = {ey,...,e,} la base
standard de F™. Par notre discussion du changement de bases dans la Section 4.2, nous avons

[T = P\[T|pP = P'AP, 0
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Example 7.1.5. Soit

A= le g} € My(R), v = {_11] = m .

=[] [3]-m

Ainsi vy est un vecteur propre de A de valeur propre \; = —2. De la méme manieére,

vt ][5

Ainsi vy est un vecteur propre de A de valeur propre 5. Puisque 1’ensemble B = {vy, v} est
linéairement indépendant (aucun des vecteur n’est multiple de I'autre), c’est une base de R2.
Donc A est diagonalisable et

s [-20 oo 1 3
PAP_[O - ot P=|_ |

Alors

Ezample 7.1.6. Rappelons que C*°(R) est I’espace vectoriel de toutes les fonctions infiniment
différentiables R — R. Considérez ’application linéaire

T: C*[R)— C®[R), Tf=/f.
Soit ¢ € R et définissons f(x) = ce*®. Puis f € C®(R) et
T = Af.

Donc f est un vecteur propre pour T avec la valeur propre . Ainsi, les applications linéaires
sur des espaces vectoriels de dimension infinie peuvent également avoir des vecteurs propres.

Definition 7.1.7 (Espace propre). Pour A € F' et T € L(V'), nous définissons
Ey:={veV |Tv= v}

Alors A est une valeur propre si et seulement si Ey # {0}. Si A est une valeur propre, alors
E)\ est appelé 'espace propre de T' correspondant a \. La preuve que E) est un sous-espace
de V est laissé en exercice (Exercice 7.1.1). Notez que E) est 'union de I’ensemble de tous
les vecteurs propres correspondant a A et {0}. Le vecteur zéro n’est jamais un vecteur propre
(par définition), mais il est contenu dans n’importe quel espace propre.

Ezxample 7.1.8. Considérez A comme dans I’exemple 7.1.5. Nous savons que —2 et 5 sont des
valeurs propres de A. Alors E_, est constitué de tous les vecteurs v € R? tels que Av = —2uv.

Av = -2v <= (A+2[)v=0.

Dans MAT 1741, vous avez appris a résoudre des équations matricielles. En résolvant 1’équa-
tion ci-dessus, on trouve que

E_o =Span{v }.

De méme, nous constatons que
E5 = Span{v,} .
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Proposition 7.1.9. Supposons A € M, (F). Un scalaire X\ € F est une valeur propre de A
si et seulement si det(A — A\I) = 0.

Démonstration. Pour A € F', nous avons

A est une valeur propre de A <= Av = A\v pour certains v # 0
<= (A — Al)v =0 pour certains v # 0
<= A — M n’est pas inversible
<= det(A— ) =0. O

Le polynome det(A — xI) est appelé le polynome caractéristique de A. Donc la Proposi-
tion 7.1.9 dit que les valeurs propres de A sont les racines du polynome caractéristique de
A. Notez que le degré du polynome caractéristique de A € M, (F) est n.

Si P est inversible, alors

det(A — x1) = det(P~1) det(A — x1) det(P) (depuis det(P~!) = det(P)™)
= det(P~'(A — zI)P)
=det(P'AP — x1).
Par conséquent, des matrices similaires ont le méme polynoéme caractéristique. Rappelez-
vous de la section 4.2 que si T' € L(V) et B, D sont la base de V, alors [T'] et [T|p sont
similaires. Par conséquent, nous pouvons définir le polynome caractéristique de T" comme
étant le polyndme caractéristique de la matrice [T]p, et cette définition est indépendante du

choix de la base B. Notez que le degré du polynoéme caractéristique de 1" est la dimension
de V.

Example 7.1.10. Supposer

Alors le polynéme caractéristique de A est

det(A — xI) = det [—w _1} =a2*+1.
1 -z

(a) Si F =R, alors il n’y a pas de zéros. Ainsi, A n’a pas de valeurs propres, et donc pas
de vecteurs propres. Donc A n’est pas diagonalisable sur R.
(b) Supposons maintenant F' = C. Alors les zéros du polynéme caractéristique sont

)\1 =1 et /\2 = —1.

Pour trouver l'espace propre correspondant a la valeur propre A, nous devons résoudre le
systéme
(A— M)z =0.

Lorsque A = \; = 7, on trouve
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L’espace des solutions pour ce systéme est

zz:{ﬁ}uec}:&m%{M}.

De méme, nous constatons que

Eiz{ﬁf]weC}:&m%{hq}

Puisque {(4,1), (—i, 1)} est une base de C?, la matrice A est diagonalisable sur C.

(c) Supposons maintenant F' = Fy. Alors A\; = 1 est la seule racine du polynéme ca-
ractéristique, donc la seule valeur propre. Pour trouver 1’espace propre correspondant, on

-0
ru=some { [}

Il n’est donc pas possible de trouver une base constituée de vecteurs propres. Donc A n’est
pas diagonalisable sur Fs.

et on trouve

Exercises.

7.1.1. Supposons que A € F et T' € L(V). Montrer que E) est un sous-espace de V.

7.1.2. Rappelons que F (R, R) est I'espace vectoriel de toutes les fonctions R — R. Définissons
T: FIR,R) - F(R,R), (Tf)(z)=f(-x), feFRR).

Montrez que F(R,R) = Ey @ E_. Indice : Regardez Exercice 1.5.10.

7.1.3. Soit A une valeur propre de T € L(V), et soit E) l'espace propre correspondant.
Montrez que si S € L(V) et ST =TS, alors S(E\) C E).

7.1.4. Supposons que V' est de dimension finie et que T € L(V) est diagonalisable. Soit
A1, ..., A\, les valeurs propres distinctes de T'.

(a) Prouver que V=FE, &--- & E),.

(b) Supposons S € L(V). Prouver que ST = T'S si et seulement si S(E),) C E), pour tout

1=1,...,k.
7.1.5 ([Berl4, Ex. 8.2.6]). Soit T" € L(V) une application linéaire tel que V' a une base
v1,...,0, constituée de vecteurs propres pour 7', avec des valeurs propres correspondantes
A1, -+, A (Nous ne supposons pas que les \; sont distincts.) Démontrer que chaque valeur

propre de T est égale & I'une des \;. Indice : Si Tv = A\v, exprimez v comme une combinaison
linéaire de v;, puis appliquez T
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7.2 Critéres de diagonalisation

Dans cette section, nous étudions la diagonalisation plus en détail et donnons un test de
diagonalisabilité. Dans toute cette section, 1’espace vectoriel V' est de dimension finie.

Lemma 7.2.1. Supposons T € L(V). Si vy,...,v sont des vecteurs propres de T corres-
pondant a des valeurs propres distinctes, alors ces vecteurs sont lin€airement indépendants.

Démonstration. Nous prouvons le résultat par récurrence sur k. Si k = 1, alors {v;} est
linéairement indépendant puisque v; # 0.

Supposons k > 2 et que le théoréme est valable pour k—1 vecteurs propres . Soit vy, ..., v
des vecteurs propres correspondant a des valeurs propres distinctes et supposons

ajvy + -+ apvr, = 0. (7.1)
En appliquant 'application T — A\ I aux deux cotés, on obtient

CL1<>\1 — )\k)Ul + -+ ak—l()\k‘—l — Ak)vk—l =0.

Par I’hypotheése de récurrence , les vecteurs vy, . .., v,_1 sont linéairement indépendants. Ainsi
al()\l — )\k) = = ak_1(>\k_1 — )\k) = O
Puisque les \; sont tous distincts par hypotheése, nous avons \; =\, #Opourt=1,..., k—1.
Ainsi
aq :---:ak_le.
Alors (7.1) donne agvy = 0. Puisque vy # 0, nous avons a; = 0. Ainsi les vecteurs vy, ..., v
sont linéairement indépendants, complétant la preuve de I’étape de récurrence . O

Corollary 7.2.2. Si une application linéaire T' sur un espace vectoriel de dimension n a n
valeurs propres distinctes, alors T est diagonalisable.

Démonstration. Soient vy, ..., v, des vecteurs propres de T" correspondant aux valeurs propres
distinctes de n. Alors, d’aprés le lemme 7.2.1, ces vecteurs sont linéairement indépendants.
Puisqu’il y en a n, ils forment une base. O

Definition 7.2.3 (Multiplicité algébrique). Soit A une valeur propre d’une matrice A (ou
une application linéaire T'), et soit f(x) le polynéme caractéristique de A (respectivement,
de T'). La multiplicité algébrique de X est le plus grand entier strictement positif m, tel que
(x — A)™* soit un facteur de f(x), c’est-a-dire tel que f(x) = (z — \)"*g(x) pour un certain
polynéme g(x).

Definition 7.2.4 (Multiplicité géométrique). Soit A une valeur propre d’une matrice A (ou
une application linéaire T'). La multiplicité géométrique de A est dim E).

Theorem 7.2.5. Soit A\ une valeur propre de T' € L(V') de multiplicité algébrique my. Alors

1 S dlmE)\ S my.
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Démonstration. Choisissez une base {vy,...,v,} pour E) et étendez-la en une base

B={vy,...,vp, ..., 0}
de V. Soit A = [T]p. Depuis Av; = Av; pour ¢ = 1,...,p, on voit que A est sous forme de

bloc \
_ ]p B
A { ! C]

Le polynoéme caractéristique de A est
f(x) = det(A — z1,) = det (A — 2)I,) det(C — z1,—p) = (A — 2)Pg(z),
ot g(z) = det(C—xl,_p). Ainsi (A—z)P est un facteur de f(z), et doncdim Ey =p <m,. O

Example 7.2.6. Soit F' = R, et considérons la matrice

010
A= 10 0 2
000
Alors
—x 1 0
det(A—axl)=det | 0 -z 2| =—2%
0 0 —=z

Ainsi A n’a qu’une seule valeur propre A = 0, de multiplicité algébrique 3. Pour trouver Fj
on résout

010
00 2lv=0
000
et on toruve 'ensemble de solutions
a
Ey = 0| |[aeR
0

Donc dim Fy = 1 < 3. Il n’y a donc aucune base de R? constitué de vecteurs propres, donc
T n’est pas diagonalisable.

Lemma 7.2.7. Supposons que T € L(V') et Ay, ..., A\, sont des valeurs propres distinctes de
T. Pour chaque i =1,...k, soit u; € Ey,. Si uy + -+ +ux = 0, alors u; = 0 pour tous les
1=1,...,k.

Démonstration. Si l'un des u; est différent de zéro, alors u; + - - - + uy ne peut pas étre nul
par Lemme 7.2.1. O

Lemma 7.2.8. Supposons que T € L(V) et Aq,...,\, sont des valeurs propres distinctes
de T'. Pour chaque t = 1,...,k, soit S; un sous-ensemble linéairement indépendant de E,.
Alors S = 51 U---USy est un sous-ensemble linéairement indépendant de V.
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Démonstration. Pour chaque i =1,...,k, laissez S; = {v;1,...,vin, }. Supposons que
k. n;
> D aiui;=0
i=1 j=1
pour certains a; ; € I'. Pour chaque i = 1,...,k, soit
ng
w; = E Qi Vij.
J=1

alors wy + -+ +w, = 0 et w; € E),. Par le lemme 7.2.7, nous avons w; = 0 pour tout 4.
Puisque chaque S; est linéairement indépendant, nous avons a, ; = 0 pour tous les j. O]

Theorem 7.2.9 (teste de diagonalisabilité). Supposons que T est une application linéaire
sur un espace vectoriel V' de dimension n sur un corps F. Alors T est diagonalisable si et
seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(a) Le polynome caractéristique de T' est un produit de facteurs linéaires
c(Ay —x)™ - (A — @)™,
otc € F,c#0,les A, ..., \x sont des racines distinctes (valeurs propres) et my,, ..., my
sont les multiplicités algébriques respectives. (Notez que my, + - -+ my, =n.)

(b) Pour chaque valeur propre X\ de T, nous avons my + rang(T — M) = n (De fagon
équivalente, dim E) = m,, ).

k

Démonstration. = : supposons que T est diagonalisable. Alors il existe une base ordonnée
B de V telle que D := [T]p soit diagonale. Par Théoréme 7.1.4, les entrées diagonales de
D sont les valeurs propres de T' correspondant aux vecteurs propres dans la base B. (Ces
valeurs propres ne sont pas nécessairement distinctes.) Alors le polynéme caractéristique de
T est

det(D — xl,) = (A —x)™1 -+ (A, — )™,

ou \;, ¢ =1,...,k, sont les valeurs propres distinctes m,, est le nombre d’occurrences de ),
sur la diagonale de D.
Pour chaque 7 =1, ..., k, nous avons des éléments m,, de la base B qui sont des vecteurs

propres correspondant & ;. Puisque ces vecteurs sont linéairement indépendants, nous avons
dim Ey. > m,.. Par théoréme 7.2.5, nous avons dim £, < m,.. Ainsi dim £\, = m,. pour

Xi Ai ; Ai Ai Ai Ai
chaque i =1,... k.

Enfin, pour chaque ¢ = 1, ..., k, nous avons
rang(T — \;1,) = dim Im(T — \;1,,)
=n — dimker(T — \;1,,) (par le théoréme du rang)
=n — dim E),
=n—my,. [
< : Supposons que les deux conditions soient remplies. Pour chaque i =1, ..., k, choisis-

sez une base B; de E),. Alors B = B;U- - -UBj, est linéairement indépendant par Lemme 7.2.8.
De plus, B a des éléments n. Ainsi B est une base de V' constituée de vecteurs propres. Donc,
d’aprés le théoréme 7.1.4, T est diagonalisable.
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Un corps F est dit algébriquement clos si chaque polynoéme non constant dans P(F') se
factorise en produit de polynémes linéaires (c¢’est-a-dire de degré un) dans P(F). Ainsi, si on
travaille sur un corps clos, la condition (a) du Théoréme 7.2.9 est toujours satisfaite. Ainsi,
T est diagonalisable si et seulement si la condition (b) est satisfaite.

Le corps R n’est pas algébriquement clos. Par exemple, 22 + 1 ne se factorise pas en tant
que produit de polynomes linéaires sur R. Cependant, C est algébriquement clos. C’est le
fondamental de [’algébre, dont la démonstration dépasse le cadre de ce cours.

Exercises.

7.2.1. Supposons que le polynéme caractéristique de T' € L(V) soit —z3 + 32% — 2x. Montrer
que T est diagonalisable.

7.2.2 ([Berl4, Ex. 8.3.3]). Supposons que T' € L(V), M est un sous-espace non nul de V'
tel que T(M) C M, et R = T|py: M — M est la restriction de T" & M. Soit fr et fr les
polynomes caractéristiques de T' et R, respectivement. Montrez que fr divise fr, ¢’est-a-dire
fr = frg pour un certain polynéme g. Indice : Soit vy, ..., v,, une base de M et considérons
la matrice de T relative a une base vy, ..., U, Umat, ..., 0, de V.

7.2.3. Supposons a,b € F'. Montrer que la matrice
a b
0 a

724,81 f(z) =ap+amz+ -+ apx™ € P(F) et A est une matrice carrée, nous définissons

est diagonalisable si et seulement si b = 0.

fl(A)=ap+ a1 A+ -+ a,A™.

(a) SiA, P € M,(F),avec P inversible, et f € P(F), prouver que f(P~*AP) = P~'f(A)P.
(b) Si D € M, (F) est diagonale avec des entrées diagonales dy, ..., d,, prouver que f(D)
est la matrice diagonale avec des entrées f(dy), ..., f(d,).

(c) Supposons que A est une matrice diagonalisable de polyndme caractéristique f. Prouver
que f(A) est la matrice nulle.

7.3 Opérateurs auto-adjoints et matrices symétriques

Dans cette section et la suivante, nous discutons de la diagonalisation des opérateurs auto-
adjoints et des matrices symétriques. En particulier, nous verrons que tout les opérateurs
auto-adjoints et les matrices symétriques sont diagonalisables. Tout au long de cette section,
V' est un espace pré-euclidien de dimension finie.
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Definition 7.3.1 (Auto-adjoint). Une application linéaire T': V' — V est auto-adjointe si
T=T".
Rappelons qu’une matrice A est symmetrique si A = A'.

Ezxample 7.3.2. Considérez R™ avec le produit scalaire standard et A € M, (R). On a alors
I’application linéaire correspondante

T:R"—-R", T(v)=Av, veR".
Nous avons vu dans le Théoréme 6.3.5 que 1’adjoint est
T":R" - R", T*(v)= A, veR"
Ainsi T est auto-adjoint si et seulement si A = A, c’est-a-dire que A est symétrique.
Le lemme suivant généralise Exemple 7.3.2.

Lemma 7.3.3. Si B est une base orthonormée pour V', et Cg: V. — R™ est I’isomorphisme
de coordonnées, alors
(a) (v,w) = Cg(v) - Cp(w) (produit scalaire) pour tout v,w € V, et
(b) siT:V — V estlinéaire, alors [T*|g = ([T]p)". Donc T est auto-adjoint si et seulement
si [T|p est symétrique.

Démonstration. Soit B = {wy,...,w,} et v,w € V. On pose
aq bl
Cp(v) = ,  Cplw)=|:
an by,
Alors

i=1 j=1
n

= E a;bj(w;, w;)
ij=1
n

= E aib
i=1
3] by
un by,
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Il reste & prouver la deuxiéme affirmation. Pour tout v, w € V, nous avons
(Tv,w) = Cp(Tv) - Cg(w)
[T)CE(v)) - Cp(w) (depuis [T]p = C5TCZ")
[T)5Cp(v))" Cp(w)
(0) ([T]p) C (w)
(v) - (((T])" Cp(w)) .

v
Par conséquent
Cp(v) - (([T]B)tCB(w)) = (Tv,w) = (v,T"w) = Cp(v) - Cp(T"w).
Puisque cela vaut pour tout v, nous avons
x - (([T]B)tC’B(w)) =z-Cp(T"w) VzeR"etVwelV.

Par conséquent
([T)5) Cp(w) = Cp(T*w) YweV,

et donc
([T]B)t Cg = CgT™,
ce qui implique
([T]p)" = [T"]5. u

Corollary 7.3.4. Si D est une base orthonormée de V', et {yi,...,yn} est une base ortho-
normée de R"™ (avec le produit scalaire), alors B = {C5'(y1),...,Cp'(yn)} est aussi une
base orthonormée de V.

Démonstration. Par le lemme 7.3.3(a), on a
(Cp' (4:), Cp' (ys)) = vi - 5 = 0. O

Lemma 7.3.5. Supposons que T est un opérateur auto-adjoint. Si v et w sont des vecteurs
propres de T' correspondant a des valeurs propres distinctes, alors v L w. En particulier, si
v et w sont des vecteurs propres d’une matrice symétriqgue A correspondant o des valeurs
propres distinctes, alors v L w.

Démonstration. Supposons que v et w correspondent respectivement aux valeurs propres A
et u, et que X\ # p. Nous avons

v, T"w) (par 6.2)
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Ainsi
(A = p){v, w) = 0.
Depuis A # p, cela implique que (v, w) = 0.
La deuxiéme assertion suit en considérant la transformation linéaire v — Av. O

Exercises.

7.3.1 (|Berl4, Ex. 12.4.1]). Soit U un sous-espace d'un espace pré-euclidien de dimension
finie V', et soit P = proj;;: V — V la projection orthogonale sur U (voir Corollaire 6.2.13).
Montrez que P* = P = P2.

7.3.2 (|[Berl4, Ex. 12.4.2]). Soit V' un espace pré-euclidien de dimension finie et supposons
que T € L(V) satisfait T? = T et T* = T. Définissez U = T(V'). Démontrez les affirmations

suivantes :
(a) U={veV :Tv=v}=ker(I =T).
(b) U+ =kerT.
(c) T = projy.

7.4 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints

Nous discutons maintenant de la diagonalisation des opérateurs auto-adjoints et des
matrices symétriques. Tout au long de cette section, V' est un espace de pré-euclidien de
dimension finie.

Rappelons que pour un nombre complexe z = a + bi, a,b € R, son conjugué est

zZ=a— bi.

Sa norme est

Pour une matrice

a1 Qi2 - Q1n
Q21 Q22 -+ Q2p

A= _ € My .(C)
am,1  Am2 Am,n

Q11 A21 - Qm
Q12 G292 - Qm2

Q1n A2n - OGmn
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Notez que
A= A" si Ae M,(R).
Si
a1
v=| 1| eC"
Qp
Nous avons

n n
viv = E a;a; = E la;|> > 0.
i=1 i=1

(Ici, nous identifions une matrice 1 x 1 avec son unique coeficient.) Il s’ensuit que
viv =0 <= v=0.

Proposition 7.4.1. Toute matrice symétrique A € M,(R) posséde un vecteur propre réel
v € R™ correspondant a une valeur propre réelle.

Démonstration. Soit A € M,(R) une matrice symétrique et considérons le polynéme carac-
téristique

f(z) =det(A — «I).
Nous pouvons voir f(z) comme un élément de P(C). Par le théoréme fondamental de 1'al-
gébre, f(z) a une racine A\ € C. Dong, si nous considérons A comme un élément de M, (C),
elle a un vecteur propre v € C" correspondant & A. Donc nous avons

Mo =o' (w) = vl Av.
En prenant la transposée conjuguée des deux cotés, on obtient
Mo = (vTAv)t = vTATv = 0T Av = vT (W) = Mo,
ol nous avons utilisé le fait que AT = A* = A puisque A est symétrique réel. Alors
(A= XNovlv = 0.

Comme v # 0, il s’ensuit que A = A, et donc A € R.
Il reste & montrer que Ax = Az pour certains x non nuls dans R" (par opposition a C").
Nous pouvons écrire

v=(a; +iby,...,a, +ib,) = (al,...,an)—i—z’(bl,...,cn)j

J .
—~ —~

u w

ol ay,...,ay,b1,...,b, € R. Nous avons donc
M+ i dw = Ao = Av = A(u + iw) = Au + iAw.

En comparant les parties réelles et imaginaires, nous voyons que Au = Au et Aw = lw.
puisque v # 0, au moins un parmi u et w est différent de zéro. Donc au moins 'un d’entre
eux est un vecteur propre réel correspondant a la valeur propre . O
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Corollary 7.4.2. Chaque opérateur linéaire auto-adjoint sur V a une valeur propre réelle.

Démonstration. Choisissez une base orthonormée B de V. Alors, d’aprés le lemme 7.3.3, la
matrice [T] g est symétrique. D’apreés le lemme 7.4.1, [T'] 5 a une valeur propre A correspondant
au vecteur propre v. Alors

TCZ' (v) = C3'[T)pv = AC3' (v).
Donc Cgl(v) est un vecteur propre de T correspondant a la valeur propre A. O

Theorem 7.4.3. Supposons que V' est un espace pré-euclidien de dimension finie. Un endo-
morphisme T: 'V — V est auto-adjoint si et seulement s’il existe une base orthonormée de
V' constituée de vecteurs propres de T. De maniére équivalente (par Théoréeme 7.1.4) T est
auto-adjoint si et seulement s’il existe une base orthonormée B telle que [T|p soit diagonale.

Démonstration. La partie “si” découle du lemme 7.3.3 et du fait que les matrices diagonales
sont symétriques. Il reste donc a prouver la partie "seulement si".

Supposons un instant que ’on puisse trouver une base orthonormée B de V telle que [Tz
soit triangulaire supérieur. D’aprés le lemme 7.3.3, [T est aussi symétrique. Donc [T doit
en fait étre diagonal. Il suffit donc de trouver une base orthonormée B de V telle que [T]p
soit triangulaire supérieur. Nous le faisons par récurrence sur n = dim V..

Supposons d’abord n = 1 et choisissons une base {v; } de V. Nous devons avoir Tv; = Av;
pour un certain A. Donc v; est un vecteur propre, et

(o)

est une base orthonormée de V' constituée de vecteurs propres. Puisque la matrice pour T’
dans cette base est 1 x 1, elle est clairement triangulaire supérieure.

Supposons maintenant n > 2 et que le résultat soit valable pour les espaces vectoriels de
dimension n — 1. Par corollaire 7.4.2, T' posséde un vecteur propre réel v; correspondant a

une valeur propre réelle \;. Soit W = {v;}+, et soit vy, ..., v, une base orthonormée pour
W. Alors B = {vy,...,v,} est une base orthonormée pour V' et
A % -ee %
7 = |
B= |.
: A
0

La matrice A définit une transformation linéaire

W — W, v+~ Av.

Par I’hypothése de récurrence, il existe une base orthonormée {vs,...,v,} de W par rap-
port a laquelle la matrice de cette application est triangulaire supérieure. Puisque [T]p est
triangulaire supérieur quand A ’est, nous avons terminé. ]

Corollary 7.4.4. Une matrice A € M,(R) est symétrique si et seulement s’il existe une
matrice orthogonale C et une matrice diagonale D telle que C*AC = D.
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Démonstration. Pour la partie “si” notez que si C est orthogonal et D est diagonal avec
Ct*AC = D, alors A = CDC" et ainsi

At = (CDCY' = CD'Ct = CDC! = A.
Pour prouver le “seulement si”, supposons que A € M, (R) est symétrique. On pose
T:R" —-R", Tv=Av, veR".

Puis A = [T]p, ot B est la base canonique de R". (Donc B est une base orthonormée.)
Puisque A est symétrique, le lemme 7.3.3 implique que T' est auto-adjoint. Ainsi, d’apres le
théoréme 7.4.3, il existe une base orthonormée B’ = {vy,...,v,} de R™ telle que D = [T]p
soit diagonale. Soit

C:[vl Vg = - vn}

la matrice de changement base de B & B’. Puisque les colonnes de C' forment une base
orthonormée, la matrice C' est orthogonale par le lemme 6.2.7. Ainsi C'C' = I, et donc
C~! = C". Alors, comme dans la Section 4.2, on a

D - [T]B’ = Cil[T]BC - CtAC D

On dit qu’on a diagonalisé orthogonalement une matrice A si on a trouvé une matrice
orthogonale C' et une matrice diagonale D telle que C*AC = D.

Example 7.4.5. Considérez la matrice

5 4
A= { ; _J |
Trouvons une matrice diagonale D et une matrice orthogonale C' telles que C*AC = D.
On trouve d’abord les valeurs propres de A. Nous fixons

5—2A 4
O—det(A—)\I)—' A _1_/\‘
=B-AN)(-1=XN)—=16=X—4\-21=(A—-T) (A +3).
Ainsi les valeurs propres sont 7 et —3. Pour la valeur propre A = —3, on trouve l'espace

propre E_3 en résolvant
(A=M)z=0 = (A+30)z=0.

Nous le faisons en réduisant la ligne
8 410 2 11]0
o d
4 210 0 00|

w1}

et done
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Puisque nous voulons que C' soit une matrice orthogonale, ses colonnes doivent former une
base orthonormée (de vecteurs propres). Nous avons donc besoin d’un vecteur unité dans
E_{. Prendre

11
v = \/5 _9|-
Maintenant, nous pourrions répéter ce processus avec la valeur propre 7. Cependant, nous

pouvons nous épargner quelques efforts en utilisant le théoréme 7.4.3 pour conclure que A
(qui est symétrique) doit avoir une base orthonormée. Alors on prend

-

(nous utilisons ici le fait que (—b,a) est orthogonal & (a,b)). Alors {vy,v,} est une base
orthonormée de vecteurs propres,

o[l 1

est une matrice orthogonale, et

cac=2 B 0 AL -

Ezxample 7.4.6. Soit T': R? — R? défini par Tv = Av, v € R?, ol

A—

=N W
[\ RN el \V]
W N =~

Trouvons une matrice orthogonale C telle que C*AC = D soit diagonale.
On trouve d’abord les valeurs propres de A.

3—-A 2 4 .
det(A—X)=] 2 =X 2 [T="_(A+12*)N-38).
4 2 3-A

Les valeurs propres sont donc —1 (avec multiplicité algébrique 2) et 8 (avec multiplicité
algébrique 1). A présent,

4 2 4 2 1 2 —1/2 —1
E i=Ker(A+I)=Ker |2 1 2| =Ker [0 0 0| = Span 1 {,10
4 2 4 0 00 0 1

Nous convertissons la base de I’espace propre en une base orthogonale en utilisant 1’algo-
rithme de Gram-Schmidt :

17 [-1 17 [-1 ~1 17 [-4/5
20,10~ |2],]0]|- 1 —2/5
0 1 0 1 0 0 1
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ou (puisque nous pouvons multiplier chaque vecteur par un scalaire)

-1 4
21,1 2
0 -5
De la méme manieére,
-5 2 4 1 0 -1 1
Es=Ker(A—8l)=Ker |2 -8 2| =Ker |0 2 —1| =Span{ |1/2
4 2 =5 00 O 1
Ainsi
2
1
2

est une base de Ej.

Nous formons maintenant la matrice C' que nous recherchons en utilisant les vecteurs de
base que nous avons trouvés (aprés avoir divisé par leur norme afin d’en faire des vecteurs
unité ) comme colonnes. Ainsi

—V/5/5 4v/5/15 2/3
C=|2v5/5 2/5/15 1/3
0 —/5/3 2/3,

et
-1 0 0
CtAC=D=|0 -1 0
0 0 8

Remark 7.4.7. La seule chose nouvelle ici (par rapport a ce que vous avez fait dans MAT
1741) est que nous avons affaire & des matrices symétriques et que nous ne recherchons pas
seulement n’importe quel base de vecteurs propres, mais plutot une orthonormé base de
vecteurs propres. Ainsi, dans les espaces propres de dimension supérieure & 1, nous devons
utiliser I’algorithme de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée de I’espace propre.
Les vecteurs propres correspondant a différentes valeurs propres sont automatiquement or-
thogonal par le lemme 7.3.5.

Exercises.
7.4.1 (|Tre, Ex. 6.2.4]). Diagonaliser orthogonalement la matrice
3 2
=B
Trouver toutes les racines carrées de A, c’est-a-dire trouver toutes les matrices B telles que
B? = A.
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7.4.2 (|Tre, Ex. 6.2.4]). Diagonaliser orthogonalement la matrice
7T 2
4= [2 4] |

Parmi toutes les racines carrées de A, trouvez-en une qui a des valeurs propres strictement
positif .

7.4.3 ([Tre, Ex. 6.2.8]). Soit A une matrice m x n. Démontrez les affirmations suivantes
sulvantes :

(a) A'A est symétrique.

(b) Toutes les valeurs propres de A'A sont positive ou nul.

(c) A'A + I est inversible.

7.5 Transformation euclidienne

Rappelons la définition 6.3.6, T" € L(V') est une isométrie si elle préserve le produit
scalaire. Dans cette derniére section, nous discutons d’un type de application similaire mais
plus général appelé transformation euclidienne (ou parfois mouvement rigide). Tout au long
de cette section, V' est un espace pré-euclidien.

Le théoreme suivant donne plusieurs caractérisations équivalentes des isométries.

Theorem 7.5.1. Supposons que V' est de dimension finie et T € L(V). Les affirmations
sutvantes sont équivalentes :
(a) TT* =T*T = 1.
(b) (Tv, Tw) = (v,w) pour tous les v,w € V.
(c) Si{vi,...,v,} est une base orthonormée pour V, alors {Tvy,...,Tv,} est une base
orthonormée.

(d) |Tv|| = ||v|| pour tous les v € V.

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que (a) soit vérifié. Alors, pour v,w € V, nous
avons

(Tv, Tw) = (v, T*Tw) = (v, Iw) = (v, w).
(b) = (a) : Supposons que (b) soit vérifié. Alors, pour tout v,w € V', on a
(0, (T"T — Hw) = (v, T"Tw) — (v,w) = (Tv, Tw) — (v,w) = 0.

Ainsi, en prenant v = (T*T — I)w, nous voyons que (T*T — I)w = 0. Donc T*Tw = Tw = w
pour tout w € V. Donc T*T = 1.

(b) = (c) : Supposons que (b) soit vérifi¢ et que B = {vy,...,v,} soit une base
orthonormée pour V. Alors
<TUZ‘,TU]'> = <’UZ',UJ'> = 51',]'7

et donc {T'vy,...,Tv,} est une base orthonormale.
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(¢) = (d) : Supposons que (c) soit vérifié et que {vy, ..., v,} soit une base orthonormée
pour V. Tout v € V' peut étre écrit comme

n
vzg a;v;,  Q1,...,0, € R.
i=1

Alors

n n n n n
ol = <zz> S o - S
=1

j=1 i=1 j=1 i=1

Maintenant, nous avons aussi

Tv=T (i aivi> = En:aiTvi.

i=1 i=1
Par hypothése, {Tvy,...,Tv,} est une base orthonormée. Ainsi
| Tv|]* = <Z a;Tv;, Zaijj> = Z Z a;a;(Tv;, Tv;) = Z az.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Drou [[o] = [[Tv].

(d) = (b) : Supposons que (d) soit vérifie. Par l'identité de polarisation (Théo-
réme 6.1.6(c)), pour tout v,w € V, on a

1
(Tv, Tw) = Z(HTU + TwH2 —||Tv — TwHZ)
1
= Z(HT(U +w)|]” = |T(v —w)|*)
1
= Z(HU +w|?* = flv—wl|?)
= (v, w) 0

Definition 7.5.2 (Transformation euclidienne). Une fonction f: V' — V est appelée une
transformation euclidienne si

If(z) = f(@)I =l =yl pour tous z,y € V.

Si nous définissons la distance entre x et y comme ||z — y||, alors les mouvements rigides
sont les applications qui préservent la distance.

Example 7.5.3. Toute isométrie T': V' — V est une transformation euclidienne puisque

1Tz =Tyl = |T(z = y)ll = ]z =yl pour tous z,y € V.
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Ezample 7.5.4 (Traductions). Une fonction p: V' — V est appelée une translatione s’il existe
un vecteur v € V' tel que
p(u) =u+v pour tous u € V.

Alors, pour tout z,y € V, on a
lo(z) = pW)|l = llz +v—(y — o)l = |lz —yl.

Les translations sont donc des transformation euclidienne. Cependant, une traduction n’est
pas une application linéaire sauf si v = 0 depuis p(0) = v.

Lemma 7.5.5. St f,g: V — V sont des transformations euclidiennes, alors la composition
fog lest aussi.

Démonstration. Pour tout x,y € V', nous avons

1(fog)(@) = (feg)l = lF(g(=)) = Fg(w))]

= |lg(z) — g(y)|| (puisque f est un mouvement rigide)
= ||z — vl (puisque g est un mouvement rigide)
Donc f o g est une transformation euclidienne. [

Theorem 7.5.6. Supposons que V' est de dimension finie et que f: V — V' est une transfor-
mation euclidienne. Alors il existe un unique opérateur orthogonal T' € L(V') et une unique
translation p: V. — V tel que f = poT. En d’autres termes, tout mouvement rigide peut
s’écrire de maniére unique sous la forme d’une isométrie suivie d’une translation.

Démonstration. Définir

T:V =V, T)=f(u)—-[f(0), uvevV,
p: V=V, pu)=u+ f(0), uel.
Puis f = poT. Nous allons montrer que T est une isométrie.

Puisque T est la composition de f et la translation par — f(0), ¢’est un mouvement rigide
par Lemme 7.5.5. Il est également clair que 7'(0) = 0. Pour tous les u € V nous avons

1T (u)l| = 1T () = T(0)]]
= [/ (u) = F(O)]]

= [|u — 0| (puisque f est un mouvement rigide)

Maintenant, pour u,v € V', nous avons

IT(u) = T()|* = (T (u) — T(v), T(u) — T(v))
= Tl = 2T(u), T(v)) + | T ()]
= [[ull® = 2(T'(u), T(v)) + |lv]*
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D’autre part, nous avons

lu = vl|* = (u = v,u—v) = [Jull = 2{u,v) +||v]]*.

Puisque 7" est un mouvement rigide, nous avons ||7'(u) — T'(v)||* = ||u — v||*. Ainsi

(T'(u), T(v)) = (u,v) pour tous u,v € V. (7.2)
Montrons maintenant que 7" est linéaire. Pour u,v € V', nous avons
IT(u+v) = T(u) = T)* = |T(u+v) = T(u)]| - 2T (u+v) = T(w),T(v)) + | T(0)]*
= lu+v —ul] = 2T (u+v),T(v)) + 2(T(u), T(v)) + [[v]
=2||v]|* = 2{u + v, v) + 2(u, v)
= 0.
Ainsi T'(u +v) = T'(u) + T'(v). De plus, pour v € V et ¢ € R, nous avons
IT(cv) = T ()|* = [IT(cv)l|* = 2T (cv), cT'(v)) + [[T(v)]*
= [lev]l* = 2¢(T(ev), T(v)) + || T (v)|?
= 2¢%||v]|* — 2¢{cv, v)
= 2¢*|[v[|* — 2¢*||v]|®
= 0.

Donc T'(cv) = ¢T'(v). Donc T est linéaire et, par (7.2), c’est un opérateur orthogonal.
Il reste & prouver l'unicité. Supposons que U, T € L(V') sont orthogonaux, u,v € V et

flz)=T(x)+u=U(x)+v pour tous z € V.

En prenant = = 0, on obtiens que u = v. Donc T'(z) = U(z) pour tout x € V, et donc

T=U. [l

Exercises.

7.5.1. Soit T': R? — R? un opérateur orthogonal, et soit A = [T]z € Ms(R), ot B = {ey, e5}
est la base standard de R?. Alors {Te;, Tey} est aussi une base orthonormée pour R? par le
théoréme 7.5.1. En particulier, T'e; est un vecteur unité , et il existe donc un angle unique
0,0 <0 < 2m, tel que Te; = (cos@,sinb).
(a) Trouvez toutes les possibilités pour Tes.
(b) Montrez que l'une des affirnations suivantes est vérifié :
(i) det A =1 et T est une rotation.
(ii) det A= —1 et T est une réflexion sur une ligne a l'origine.
(c) Démontrer que toute transformation euclidienne de R? est soit une rotation suivie
d’une translation, soit une réflexion sur une ligne passant par l'origine suivie d’une
translation.



Annexe A

Un avant-gott de 'algébre abstraite

Dans cette annexe facultative, nous explorons certaines des propriétés que peuvent avoir
les opérations binaires sur les ensembles. Nous donnons également la définition précise d’un
corps omis dans la Section 1.1. Le point de vue abstrait adopté ici permet de prouver des
résultats dans un cadre trés général, puis d’obtenir des résultats plus spécifiques dans des cas
particuliers. Par exemple, le fait que les inverses additifs dans les corps et les inverses additifs
dans les espaces vectoriels soient tous deux uniques découle d’un résultat plus générale sur
les inverses dans un monoide.

A.1 Opérations sur les ensembles

Definition A.1.1 (Opération sur un ensemble). Supposons que F est un ensemble. On dit
que * est une opération binaire sur E si pour tout x,y € E, x xy est un élément bien défini
de E. Une paire (E, ), ot E est un ensemble et x est une opération binaire sur F est appelée
un magma.

Donc, grosso modo, une opération * sur un ensemble E est une ‘régle” qui assigne un
élément x x y de F a chaque paire d’éléments (z,y) de E. Plus précisément, * est une
application de £ x E = {(z,y) |,y € E} & E.

Remark A.1.2. Le terme magma n’est pas particuliérement connue, méme parmi les mathé-
maticiens. Nous l'utiliserons simplement parce qu’il est plus court que “ensemble avec une
opération binaire”.

Examples A.1.3. (a) (Z,+) est un magma.

(b) (Z,—) est un magma. Cependant, la soustraction est n’est pas une opération sur l’en-
semble N = {0,1,2,3,4, ...} puisque z—y n’est pas un élément de N pour tout =,y € N.
Ainsi, (N, —) n’est pas un magma.

(c) Si“+” désigne une division ordinaire de nombres, alors <+ n’est pas une opération sur
R car x + y n’est pas défini lorsque y = 0. Cependant, si nous laissons R* = R\ {0},
alors (R*, +) est un magma.

Definition A.1.4. Supposons que (F,*) soit un magma.

128
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(a) On dit que * est commutative si x xy = y * x pour tout z,y € F.
(b) On dit que x est associative si (x xy) x z = x % (y x z) pour tout z,y,z € E.

FEzample A.1.5. Considérons I'ensemble F = {1, 2,3} et I'opération x définis par le tableau :

[1]2]3]

E

1
2
3

DO| —| W
DO —| DN
NN W

Le tableau nous indique que 1 x2 = 2 et 2+ 1 = 1. Notez que * est en effet une opération
sur F, car elle satisfait & l'exigence de Definition A.1.1. Donc (E, ) est un magma. On note
que 1 x2 # 2« 1, donc cette opération n’est pas commutative.

Examples A.1.6. (a) Dans le magma (R, +), I'opération est commutative et associative.
(b) Dans le magma (R, -), opération est commutative et associative.
(c) Dans le magma (R, —), 'opération n’est pas commutatif et n’est pas associatif. Pour
voir qu’il n’est pas commutatif, notons que, par exemple, 3 — 5 # 5 — 3. Pour prouver
qu’il n’est pas associatif, notons que, par exemple, (1 —3) —5# 1— (3 —5).

Remark A.1.7. Pour montrer qu'un magma n’est pas associatif ou commutatif, il suffit de
trouver un contre-exemple, mais pour montrer qu'un magma est associatif ou commutatif, il
faut montrer que la propriété est satisfaite pour tout élément — vous ne pouvez pas donnez
juste un exemple particulier. Par exemple, dans Example A.1.5, nous avons 2x3 =2 = 3 %2
mais * n’est pas une opération commutative (comme nous ’avons noté dans l’exemple).

Exercises.

A.1.1. Soit E = {1,2,3} et définissons * par la table :

<[ 1[2]3]
1]3]4]3
ABEE
302122

Est-ce que (E,*) est un magma? Si oui, est-il commutatif et/ou associatif ?

A.2 Utilisation de parenthéses

Supposons que (E,*) soit un magma. Dans des expressions comme ax (bx(c*d)), peut-on
omettre les parenthéses ? La réponse dépend si x est associatif ou non.
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Si x est une opération associative, nous pouvons omettre toutes les parenthéses. La raison
en est que peu importe si par axbxc nous entendons (a*b)xc ou ax (bxc), puisque ces deux
quantités sont égales. Nous pouvons également écrire des expressions plus longues comme
a * bx c* d sans parenthéses, car le interprétations possibles

((axb)xc)*xd, (a*x(bxc))*d, (axb)x(cxd), a*((bxc)xd), ax*(bx(cxd)),

donnent tous le méme résultat, il n’y a donc pas d’ambiguité.

La régle générale est que les parenthéses doivent étre utilisées lorsque 'opération n’est
pas associative. Il existe une exception a cette régle : avec I'opération non associative de sous-
traction, les parenthéses peuvent étre omises dans certains cas. A savoir, les gens ont adopté
la convention selon laquelle dans des expressions telles que a — b — ¢ — d (sans parenthéses),
I'opération la plus a gauche est évaluée en premier. En d’autres termes, la convention dit
que a — b — ¢ — d doit toujours étre interprété comme signifiant ((a — b) — ¢) — d. Donc, si
vous voulez écrire ((a — b) — ¢) — d, alors vous pouvez omettre les parenthéses, grace a cette
convention ; mais si vous voulez en écrire un

(a—(b-c)—d (a=b)=(c—d), a=(b-c)=d), a—(b-(c—d)

alors la convention ne vous aide pas et vous devez utiliser des parentheéses.

La convention d’évaluer d’abord l'opération la plus & gauche (en I’absence de parenthéses)
est universellement acceptée dans le cas de la soustraction, mais pas pour les autres opéra-
tions. Si vous travaillez avec une opération non associative autre que la soustraction, vous
ne devez pas supposer que vous pouvez utiliser cette convention.

Par exemple, supposons que A désigne 'opération d’exponentiation sur I’ensemble A =
{1,2,3,...} d’entiers strictement positif (c’est-a-dire 2 A3 = 2% =8 et 3N 2 = 32 = 9).
Alors (A, A) est un magma. Si vous entrez ’expression 2 A 2 A 3 sur votre calculatrice, elle
vous donnera probablement la réponse 64 ; la calculatrice évalue d’abord 1'opération la plus
a gauche :

2A2A3=(2A2)A3=(2?)°=4° = 64.

Cependant, si vous posez la méme question & une mathématicienne, elle fera probablement
ceci :
3
2AN2N3=2% =2°% =256,

donc le mathématicien évalue d’abord 'opération la plus a droite. Pour la méme raison, un
, .. . , . 2 . . 2 . .
mathématicien interprétera toujours e* comme signifiant el® ), jamals comine (e“)Z.
Conclusion : Utilisez des parenthéses chaque fois qu’il y a un risque de confusion.

Exercises.

Exercise A.2.1. Calculez les cinq interprétations possibles de 16 +~ 8 + 4 + 2 (deux de ces
interprétations donnent le méme résultat mais les autres sont toutes différentes, vous devriez
donc obtenir quatre nombres différents).
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A.3 Eléments neutres

Definition A.3.1 (Elément neutre). Supposons que (E,x) soit un magma. Si e est un
élément de E satisfaisant

exTr =T =x*e pourtouszx € F,
on dit que e est un élément neutre ou unité de (E,*).
Ezamples A.3.2. (a) 0 est un élément neutre de (R, +) car
O+z=2x=2x+0 pour tous z € R.
(b) 1 est un élément neutre de (R, -) car
l-z=x=x-1 pour tous x € R.

Notez que dans les exemples ci-dessus, le méme ensemble a des éléments neutres diffé-
rentes pour différentes opérations. Donc un élément neutre dépend de ’ensemble et 'opéra-
tion.

Ezample A.3.3. (R, —) a-t-il un élément neutre? Supposons que e soit un élément neutre.
On aurait alors

r—e=ux pour tous les x € R.

Ceci est satisfait pour e = 0 et on pourrait donc étre tenté de penser que 0 est un élément
neutre. Mais nous devons aussi avoir

e —x =ax pour tous les x € R.

Pour chaque élément x, I’équation e — x = x n’est satisfaite que pour e = 2z. Mais 2z a une
valeur différente pour chaque x (et n’est égal a zéro que pour x = 0). Par conséquent, il n’y
a pas e € R qui satisfait e — 2 = x pour tout z € R. Donc (R, —) n’a pas d’élément neutre.

Nous avons vu que certains magmas n’ont pas d’élément neutre, alors que d’autres en
ont. Mais est-il possible qu'un magma ait plus d’un élément neutre ?

Theorem A.3.4. Un magma donné ne peut avoir qu’un seul élément neutre.

Démonstration. Supposons que (F,) est un magma et que ej, e5 sont des éléments neutre
¢éléments de (E, ). Alors

€] = €1 * ey (car eg est un élément neutre élément)

= ey (car e; est un élément neutre). O
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Exercises.

A.3.1. Vérifiez que le magma (E, x) dans Example A.1.5 n’a pas d’élément neutre.

A.3.2. Dans le magma (R*, <), 'opération est-elle commutative ? Associatif ? A-t-il un élé-
ment neutre ?

A.3.3. Considérons I'ensemble E = {1,2,3,4} et 'opération * définis par :

[314]

=N ]
= DN W N DN
= DN ]| W
LS

Le magma (E, ) posséde-t-il un élément neutre ? Si oui, trouvez tous les éléments inversibles

de (E,*).

A.3.4. Considérons la paire (R,%), ot z xy = 2%2Y. Par exemple, 3% (—1) = 23271 = 4.

(a) La paire (R, ) est-elle un magma? Si oui, a-t-elle un élément neutre ?

(b) Si on restreint x a Z, la paire (Z, ) est-elle un magma ?

A.4 Eléments inversibles

Definition A.4.1 (Inversible, inverse). Soit (E, ) un magma et supposons que (E, %) pos-
séde un élément neutre e € E.
Un élément a € E est inversible s’il existe au moins un x € E satisfaisant

a*xxr=e=2zx*a.
Un tel x est alors appelé un inverse de a.

Il est important de noter que cela n’a de sens de parler d’inversibilité et d’inverses que si
le magma a un élément neutre.

Ezxamples A.4.2. (a) Dans (R,+), —2 est-il inversible ? Existe-t-il € R satisfaisant
(=2)+z=0=a+(-2)7

Oui, x = 2 fonctionne. Donc —2 est inversible et 2 est un inverse de —2. En fait, dans
(R, +), tous les éléments sont inversibles : I'inverse de € R est —uz.
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(b)

Dans (R, ), —2 est-il inversible 7 Existe-t-il z € R satisfaisant
(=2)-z=1=xz-(-2)7

Oui, x = —1/2 satisfait a cette exigence. Donc —2 est inversible et —1/2 est un inverse
de —2.
Toujours dans (R, ), 0 est-il inversible ? Existe-t-il 2 € R satisfaisant

O-z=1=2x-07

Non, un tel z n’existe pas, donc 0 n’est pas inversible. En fait, I’ensemble des éléments
inversibles de (R,-) est égal 8 R* =R\ {0}. L’inverse de x € R* est 1/x.
L’¢élément 2 n’est pas un élément inversible dans le magma (Z, ). En fait, I’ensemble
des éléments inversibles de (Z, -) est égal a {1, —1}.
Dans (R, —), 3 est-il inversible ? STOP ! Cette question n’a pas de sens, car (R, —) n’a
pas d’élément neutre.

Lorsque (E,*) n’a pas d’élément neutre, le concept d’inversibilité n’est pas défini,
il est donc absurde de se demander si un élément donné est inversible. Relisez Defini-
tion A.4.1 et faites attention au role joué par I’élément neutre dans cette définition.
Voyez-vous que, si e n’existe pas, cela n’a aucun sens de parler d’inversibilité ?

Voici un exemple troublant. Considérons 'ensemble £ = {1,2,3,4} et 'opération *
définie par la table :

=W DN = =
= N DN
=Wl = Wl W
N e e

Donc (FE, %) est un magma. Observez que 1z = z = z * 1 pour tout z € F, donc
(E, %) a un élément neutre (& savoir, 1) et par conséquent le concept d’inversibilité a
du sens.

2 est-il inversible ? Existe-t-il € F satisfaisant

2xx=1=x %27

Oui, il y a pair deux x de ce type : x = 3 et x = 4 satisfont cette condition. Donc 2
est inversible et a deux inverses : 3 et 4 sont des inverses de 2.

1l est donc possible qu’un élément donné ait plus d’un inverse! Cependant, nous
verrons plus loin que ce phénoméne désagréable ne se produit jamais lorsque 'opération
est associative.
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Exercises.

A.4.1. Prouver que le magma de I'Exemple A.4.2(e) n’est pas associatif.

A.4.2. Soit (E,*) un magma, d’élément neutre e. Montrer que e est inversible, et est son
propre inverse (plus précisément, montrer que e est l'unique inverse de e). Soit a,b € E;
montrer que si b est un inverse de a alors a est un inverse de b.

A.4.3. Soit x le produit vecteur (ou “produit vectoriel”) sur R3. Alors (R?, X) est un magma.
(1,1,2) est-il un élément inversible ?

A.5 Monoides

Definition A.5.1 (Monoide). Un monoide est un magma (£, *) tel que

(E,*) a un élément neutre, et

— l'opération x est associative.

Ezamples A.5.2. (a) (R,+), (R,-), (Z,+), (Z,-), (N,+) et (N,-) sont des exemples de mo-

(b)

noides. Aussi : (R% +), (R +) et (R",+) (pour tout n > 1) sont des monoides. Tous
ces exemples sont des monoides commutatifs.

Soit A={xe€Z|xz>1} ={1,2,3,4,...} et soit + une addition ordinaire. Alors
(A,+) est un magma mais n’est pas un monoide : 'opération est associative mais il
n’y a pas élément neutre.

Considérez (E,*) dans U'exemple A.4.2(e). Alors (E, *) est un magma mais n’est pas
un monoide : il y a un élément neutre mais l'opération n’est pas associative (voir
Exercice A.4.1).

Considérons I'ensemble E = {1,2,3,4} et 'opération * définis par la table :

[3[4]

=W DN = =
AN ECSIR N NG )
= WO | WO W
Qo Cof x| i

Donc (E, *) est un magma et (E, %) a un élément neutre (& savoir, 1). On peut égale-
ment vérifier que * est associatif (cela demande un peu de travail, il suffit de le prendre
pour acquis). Donc (E, %) est un monoide, et en fait ¢’est un non commautatif monoide.

Dans MAT 1741, vous avez appris & multiplier des matrices. Soit £ I’ensemble de toutes
les matrices 2 x 2 avec des entrées dans R, et soit - la multiplication des matrices. Alors
- est une opération sur I'ensemble E (parce que le produit de deux matrices 2 x 2
quelconques avec des entrées dans R est & nouveau une matrice 2 X 2 avec des entrées
dans R), et par conséquent (FE,-) est un magma. En outre,
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— Délément (

1
0 (1)) de 'ensemble E est un élément neutre de ce magma;
— dans (E, ), opération est associative (le produit matriciel est associatif).
Donc (E,-) est un monoide; en fait ¢’est un monoide non commutatif. Quels sont les
éléments inversibles de ce monoide ?

Notez que, dans tout monoide, le concept d’inversibilité a un sens (parce que cela a du
sens dans tout magma qui a un élément neutre).

Theorem A.5.3. Dans un monoide, un élément donné a au plus un inverse.

Démonstration. Soit (E,*) un monoide et soit e son élément neutre. Considérez a € E et
supposez que x1,xs € E sont les inverses de a; nous devons montrer que x; = 5.
Comme x1, xo sont des inverses de a,

axxri=e=T1*%a et a*xT9=e=1x9%*a.

Il s’ensuit que

T =T %€ (puisque e est un élément neutre)
= x1 * (@ *zg) (puisque x5 est un inverse de a)
= (x1 xa) * 3 (puisque * est associatif)
=e*x Ty (puisque x; est un inverse de a)
= Zo, (puisque e est un élément neutre),
ce qui prouve que x; = x5 et compléte donc la preuve. O

Supposons que (F, x) soit un monoide. Si a est un élément inversible alors nous savons,
par le théoréeme A.5.3, que a a exactement un inverse ; il est donc logique de parler de [’inverse
de a (par opposition & un inverse de a).

(a) Supposons que l'opération dans notre monoide soit une addition ; par exemple notre
monoide pourrait étre (R,+) ou (Z,+) ou (R™, +), etc. Alors nous disons que notre
monoide est un monoide additif et nous utilisons souvent une notation spéciale :

— on écrit (£, +) au lieu de (E, *)

— 1’élément neutre est d’habitude noté 0

— si a € F est un élément inversible alors I'inverse de a est d’habitude noté —a.
Si cette notation est utilisée alors —a est, par définition, I'unique élément de E
satisfaisant a + (—a) = 0 = (—a) + a.

(b) Si Popération dans notre monoide (E,*) n’est pas une addition, alors l'inverse d'un
élément a est souvent noté a~!'. Alors, par définition de l'inverse, a=! est I'unique
élément de E qui satisfait

axa zeza_l*a,

ou e désigne I’élément neutre de (E, *).



136 Un avant-goit de [’algebre abstraite

Si f et g sont des fonctions de R a R, on définit une nouvelle fonction “f + ¢” de R 4 R
par :
(f +9)(x) = f(z) + g(x), pour tous les z € R.

Pour un exemple concret d’addition de fonctions, supposons que :

— [ est la fonction de R a R définie par f(z) = 4=
e
Alors la définition de f+g¢ dit que (f+9)(2) = f(2)4+9(2) = 7=+ 5 = 1. Plus généralement,

la définition de f + g dit que pour chaque x € R nous avons

— g est la fonction de R & R définie par g(z) =

-1 1 2
(F+0)(&) = F@) +gl0) = S+ = 2

donc f + g est la fonction de R a R définie par

2z
= ——, tous 1 eR.
(f +9)(x) sy bourtouslesz
Soit F(R) I'ensemble de toutes les fonctions de R a R. Alors I’addition de fonctions que nous
venons de définir est une opération sur ’ensemble F(R), c’est-a-dire que tout f,g € F(R)
détermine un élément bien défini f + g € F(R). Donc (F(R),+) est un magma; disons que
¢’est un monoide commutatif. Avant d’aller dans cet argument, il est utile de rappeler ce que

cela signifie que deux fonctions soient égales.

Definition A.5.4 (Egalité des fonctions). Supposons que f, g sont des fonctions de R dans
R. On dit que f et g sont égaux, et on écrit f = g, si pour tout x € R, les nombres réels
f(z) et g(z) sont égaux.

Utilisons cette définition pour montrer que ’addition de fonctions est commutative. Soit
f, g des fonctions de R & R. Alors f+g et g+ f sont des fonctions de R dans R et, pour prouver
qu’elles sont égales, il faut montrer que pour chaque x € R, les nombres réels (f + g)(z) et
(9 + f)(z) sont égaux. Maintenant, pour tout z € R donné, nous avons

(f +9)(x) = f(2) + g(z) = g(x) + f(z) = (g + [)(2)

ou l'égalité au milieu est vraie car ’addition de nombres réels est commutative, et les deux
autres égalités sont vraies par définition d’addition de fonctions. Ceci prouve que f + g =
g + f, donc l'addition de fonctions est une opération commutative sur ’ensemble F(R).
On peut imiter 'argument ci-dessus pour montrer que ’addition de fonction est associative
(Exercice A.5.2).

Soit 0 la fonction de R & R qui est identiquement égal a zéro :

O0(z) =0, pour tous les z € R.

Puis 0 € F(R). On peut montrer (Exercice A.5.3) que 0 est un élément neutre de F(R).
Nous concluons que (F(R),+) est un monoide commutatif.

Theorem A.5.5. Sia,b sont des éléments inversibles dans un monoide (E,x) alors axb est
inversible et (axb)™ =b"1 x a7t
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Démonstration. Soit (E, ) un monoide, d’élément neutre e.

Supposons que a, b sont des éléments inversibles de (E,x). Soit v = b™! x a™! et notons
que v existe et est un élément de E. Calculons (a x b) x v et v x (a  b) ; rappelez-vous que *
est associatif, donc les parenthéses peuvent étre déplacées a volonté, et méme omises :

(a*b)xv = !

1 1

*x)x (b xa ) =ax(bxb ) xat=axexa”
* =a*xa = =e,

e)ka”

Donc (axb) xv = e = v« (a*b); cela prouve que a x b est inversible et que son inverse est
. O

Exercises.

A.5.1. Trouver tous les éléments inversibles du monoide de 'exemple A.5.2(d). Trouvez éga-
lement un inverse de chaque élément inversible.

A.5.2. Montrer que I'addition de fonctions est associative.

A.5.3. Montrer que 0+ f = f = f + 0 pour tout f € F(R). Indice : 0+ f et f sont des
fonctions de R dans R ; pour prouver qu’elles sont égales, utilisez la définition A.5.4.

A.5.4. Montrer que, dans le monoide (F(R),+), chaque élément est inversible. Suivant les
conventions des monoides additifs, 'inverse d’'un élément f est noté —f. (Ici, nous parlons
de l'inverse additif de f; cela n’a rien a voir avec le concept de fonction inverse.)

A.5.5. Considérons le magma (R?, ) ol 'opération x est définie par
(z,y) % (2',y) = (z2',yy’) pour tous les (z,y), (z/,y) € R%

(a) Ce magma est-il un monoide ?

(b) Quels sont les éléments inversibles de (R?,x) ? Montrer que (2, 3) est un élément inver-
sible de (R?, %) et trouver tous les inverses de (2,3). Assurez-vous de justifier que vous
les avez tous trouvés.

A.5.6. On définit une nouvelle opération @ sur I’ensemble R par xt &y = x + y + 3, ou le
“4+” dans la membre de droite est 'opération + ordinaire pour les nombres. Par exemple,
7@ 5 =15. Alors (R, ®) est un magma.

(a) Vérifiez que le nombre réel 0 n’est pas un élément neutre de (R, @®).
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(b)

A.6

Un avant-goit de [’algebre abstraite

Trouver un nombre réel e qui est un élément neutre de (R, @) (alors, par Théo-
réme A.3.4, e est I’élément neutre unique de (R, ®)). Notez que, méme si @ ressemble
a une addition, ce serait une mauvaise idée de désigner ’élément neutre de (R, @) par
le symbole 0, car alors 0 désignerait deux nombres différents (le nombre réel zéro et
I'élément neutre du monoide (R, @)) . On désignera donc cet élément neutre par e.
Soit x,y, z des nombres réels arbitraires. Calculer le nombre réel (z @ y) @ z; puis
calculer le nombre réel x @ (y @ z) ; puis vérifie que vous avez obtenu la méme réponse
dans les deux calculs. Cet argument montre que (z ®y) ® z = x @ (y @ z) pour tout
x,y,z € R, vous venez donc de prouver que & est associatif. Au vu de (b), vous pouvez
conclure que (R, @) est un monoide. Prouvez également que & est commutatif (calculez
@y et y®x séparément, et voyez que vous obtenez le méme nombre dans les deux
cas) donc (R, @) est un monoide commutatif.

Montrez que 5 est un élément inversible de (R, ®) et trouvez son inverse. (Utilisons la
notation 5 pour l'inverse de 5 dans (R, ®).)

Montrer que dans le monoide (R, ®), tout élément est inversible. Trouver 'inverse a
de chaque élément a du monoide. Qu’est-ce que @ ? Qu’est-ce que 0 ?

Si nous considérons @ comme étant une addition, alors nous aimerions définir une
nouvelle opération © sur R qui agirait comme une soustraction. L’idée est que soustraire
b devrait étre équivalent & ajouter I'inverse de b. On définit donc une nouvelle opération
o sur R par : étant donné a,b € R, a©b = a®b. Calculez 005 et 550 (attention! c’est
déroutant). Notez que (R, ©) est un magma, mais © n’est ni commutatif, ni associatif,
et il n’y a pas élément neutre. Montrer que la solution = de I'équation x & a = b est
x = b S a (attention ; montrer que x = b & a est une solution de 'équation donnée, et
montrer qu’elle est le seul la solution).

Corps

Definition A.6.1 (Corps). Un corps est un triplet (F,+,-) ot F' est un ensemble, + et -
sont deux opérations binaires sur F', appelées addition et multiplication, respectivement, et
les conditions suivantes sont satisfaites :

(A1)
(A2)
(A3)
(A4)

(M1)
(M2)

(M3)

(M4)

Pour tout a,b € F,onaa+b=>b+a. (commutativité de laddition)
Pour tout a,b,c € F,ona (a+b)+c=a+ (b+c). (associativité d’addition)
Il existe un élément 0 € F' tel que, pour tout a € F', a+0 =04 a = a. L’élément 0
est unique et s’appelle le neutre additif .

Pour tout a € F, il existe un élément —a € F' tel que a + (—a) = 0. L’élément —a
est uniquement déterminé par a et est appelé le [tnverse additif ou opposé de a.
Pour tout a,b € F', nous avons a - b=10- a. (commutativité de la multiplication)
Pour tout a,b,c € F, nous avons (a-b)-c=a- (b-c). (associativité de la
multiplication)

Il y aun élément 1 € F non nul tel que a-1=1-a = a pour tout a € F. L’élément
1 est unique et s’appelle le neutre multiplicatif ou unité multiplicative.

Pour tout a € F, a # 0, il existe un élément a=! € F tel que aa™! = 1. L’élément
a~! est déterminé de maniére unique par a et est appelé Iinverse multiplicatif de a.
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(AM1) Pour tout a,b,c € F, nous avons (a+b)-c=a-c+b-c. (distributivité)

On note souvent la multiplication simplement par juxtaposition. Par exemple, si a,b € F,
alors ab signifie a-b. On dit aussi parfois “F' est un corps” (au lieu de “(F, +, -) est un corps”)
lorsque les deux opérations (addition et multiplication) sont claires.

Remark A.6.2. (a) Supposons que (F,+,-) est un corps. Définition A.6.1 implique que
(F,+) et (F,-) sont tous les deux des monoides commutatifs : des ensembles avec une
opération associative et un élément neutre (voir Section A.5). Dans tout monoide, les
éléments neutres sont uniques et les éléments inversibles ont exactement un inverse (voir
Théoréme A.5.3). Cela justifie les revendications d’unicités faites dans Definition A.6.1.

(b) Notre hypothése dans (M3) selon laquelle 1 # 0 est cruciale, comme nous le verrons
dans Remarque A.6.9.

Remark A.6.3. Un ensemble R avec deux opérations + et - vérifiant tous les axiomes de Défi-
nition A.6.1 sauf éventuellement (M1) et (M4) est appelé un anneau. S’il satisfait également
(M1), c’est un anneau commutatif. Ainsi, un corps est un anneau commutatif dans lequel
chaque élément non nul a un inverse multiplicatif.

Notez que la distributivité et la commutativité de la multiplication impliquent
(a +b)c = ac+be pour tous a,b,ce€ F

puisque
(a+b)c=c(a+b) =ca+cb=ac+ be.
On a donc une distributivité dans les deux sens.

Si F' est un corps, nous pouvons voir n’importe quel entier comme un élément de F'. Tout
d’abord, nous considérons ’entier zéro comme le 0 € F. Alors, pour n > 0, nous avons

n=1+1+---+1€F (A.1)

n summands

ol 1 est ici le neutre multiplicatif de F'. Pour n < 0, nous définissons alors

n:—(—n):—(\1+1—tr'--+1)€F. (A.2)

—n summands

Alors, par exemple, si a € F', nous pouvons écrire des expressions comme
ba=(1+14+1+14+1)a=a+a+a+a+a.

Une grande partie de ’algébre que nous avons faite dans R ou C peut étre faite dans
un corps arbitraire. Cependant, lorsque vous travaillez dans un corps arbitraire, veillez a
n’utiliser que les propriétés garanties par la définition A.6.1. En particulier, faites attention
aux points suivants :

— Dans un corps arbitraire, il ne faut pas utiliser d’inégalités. L’expression a < b n’a pas
de sens pour a,b dans un corps arbitraire /', méme si elle a du sens lorsque F' = R.
Meéme quand F' = C, il n’y a pas de bonne notion d’ordre entre les nombres complexes.
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— Meéme si n et m sont des entiers distincts, ils peuvent étre égaux lorsqu’ils sont consi-
dérés comme des éléments d'un corps F' comme dans (A.1) et (A.2). Par exemple 5 =0
dans [F5.

Ezamples A.6.4. (a) Nous voyons que C, R et Q sont des corps, avec I'addition et la mul-
tiplication habituelles.

(b) Les entiers Z (avec 1'addition et la multiplication habituelles) ne forment pas un corps
car il contient des éléments non nuls qui n’ont pas d’inverses multiplicatifs (par exemple,
2).

(¢) L’ensemble M,,(R) de matrices n x n (avec entrées de nombres réels) avec addition et
multiplication de matrices, n’est pas un corps pour n > 2 car il existe des matrices non
nulles (la matrice nulle est le neutre additif) qui n’ont pas d’inverses multiplicatifs. Par

exemple, la matrice
10
(1 0) € My (R)

n’est pas la matrice nulle mais n’est toujours pas inversible puisque son déterminant
est nul. En fait, M, (R) est un anneau (voir Remarque A.6.3).

Pour le reste de cette section, F' est un corps.

Lemma A.6.5 (Lois d’annulation). Pour tout a,b,c € F, les déclarations suivantes sont
valables :

(a) Sia+b=a+c, alors b= c.

(b) Siab=ac et a+#0, alors b= c.

Démonstration. (a) Supposons a,b,c € F. Alors
a+b=a+c
= (—a)+a+b=(—-a)+a+c
— 0+b=0+c (par (A4))
— b=rc. (par (A3))

(b) La preuve de cette partie est laissée en exercice (Exercice A.6.3).

]

Example A.6.6. Dans le corps R I'égalité 0-2 = 0 - 3 est vraie, mais 2 # 3. Cela ne contredit
pas Lemma A.6.5(b) a cause de l'exigence a # 0.

Ezxample A.6.7. Soit Ms(R) 'ensemble des matrices 2 x 2 avec des nombres réels. Nous avons
des opérations d’addition matricielle et de multiplication matricielle sur Ms(RR). Supposer

0 1 10 L (21
(o) =) ¥=00)

0 0 p
e (00) v,

Alors
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mais X # X'. Le probléme ici est que Ms(R) n’est pas un corps (voir Exemple A.6.4(c)). En
particulier, A n’a pas d’inverse multiplicatif.

Proposition A.6.8. Soit F' un corps.

(a) 0z = 0 pour tous les x € F.
(b) (—=1)x = —x pour tous les x € F.
(c) (—a)b= —(ab) = a(—b) pour tous les a,b € F.

Démonstration. (a) Soit z € F. Alors
0z + 0z = (0+ 0)z = 0z = 0z + 0.

Alors nous avons 0z = 0 par le lemme A.6.5(a).

(b) Soit z € F. Alors
r+(—Drx=1r+(-1)z=(1+(-1))xz =0z =0.

Cela implique que (—1)z est I'inverse additif de x, donc (—1)x = —=z.
(c) Soit a,b € F. Alors

et

O

Remark A.6.9. Nous voyons maintenant pourquoi ’hypothése 1 # 0 dans (M3) est si impor-
tante. Si 1 = 0 alors, pour tout a € F', on a

a = 1la=0a=0.
Ainsi F' n’a que I’élément zéro, et n’est donc pas trés intéressant !

Proposition A.6.10. Supposons que x,y sont des éléments d’un corps F'. St x # 0 et y # 0,
alors xy # 0.

Démonstration. La preuve de cette proposition est laissée en exercice (Exercice A.6.5). [

Definition A.6.11 (Soustraction). Supposons que F' est un corps. On définit 'opération —
de soustraction sur F' par

a—b=a+(=b), pourtous a,beF.
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Exercises.

A.6.1. Vérifiez directement que Fo, tel que défini dans Exemple 1.1.3 est un corps, en utilisant
la définition A.6.1.

A.6.2. Définir une addition et une multiplication sur R? par

(z,y) + (2'y) = (@ +2",y+y) and (2,9)(z".y) = (22’ yy), pour (z,y), (,y) € R*.
(R% +,-) est-il un corps?
A.6.3. Démontrer le lemme A.6.5(b).

A.6.4. Montrer que 1’élément 0 d’un corps F' n’a pas d’inverse multiplicatif (Indice : Utilisez
la proposition A.6.8(a) et le fait que 1 # 0, tel que garanti par (M3).) Puisque, par la
définition d’un corps, tous les éléments non nuls ont un inverse multiplicatif, cela montre que
I’ensemble des éléments inversible d'un corps F' est exactement F*.

A.6.5. Démontrer la proposition A.6.10.

A.6.6. Supposons que a, b, ¢ sont des éléments d'un corps F. Montre que :
(a) a—a=0,
(b) a(b—c) = ab— ac, et
(¢) (a—0b)c=ac— be.

A.6.7. Supposons que F' est un corps contenant un élément c tel que ¢ # 0 et ¢ + ¢ = 0.
Montrez que 1 4+ 1 = 0 dans ce corps.

A.6.8. Montrer que si F' est un corps et que x,y € F satisfait x # 0 et y # 0, alors zy # 0.

A.6.9. Supposons que n € N, = {1,2,3,...} n’est pas premier. Soit F,, = {0,1,2,...,n—1}
et définissons 'addition et la multiplication comme suit : Pour a,b € F,,,

a + b = reste aprés division de a + b par n,

a - b= reste apres division de ab par n.

Prouver que F,, n’est pas un corps. Indice : Utilisez Exercice A.6.8.



Annexe B

Espaces quotients et premier théoréme
d’1somorphisme

Dans cette annexe facultative, nous discutons de 'idée d’un espace vectoriel quotient.
Les espaces vectoriels quotients sont des espaces vectoriels dont les éléments sont des classes
d’équivalence sous une certaine relation d’équivalence. Nous rappelons 'idée d’une relation
d’équivalence, définissons des espaces vectoriels quotients, puis prouvons le “premier théoréme
d’isomorphisme”. Cela nous donne une méthode alternative pour prouver le théoréme du rang
(théoréme 3.5.1).

B.1 Relations d’équivalence et ensembles de quotients

Definition B.1.1 (Relation d’équivalence). Soit X un ensemble non vide. Supposons que
pour chaque paire ordonnée (z, y) d’éléments de X, on nous donne une proposition S(x, y) sur
x et y. On écrit  ~ y si 'énoncé S(x,y) est vrai. On dit que ~ est une relation d’équivalence
sur X si les trois conditions suivantes sont remplies :

(a) reflexivité : x ~ x pour tout x € X,
(b)
(c)

Si x ~ y, on dit que z est equivalent & y (pour la relation ~).

symmetrie : si x ~ y alors y ~ x,
transitivité : si x ~ y et y ~ z, alors x ~ z.

Example B.1.2 (Congruence modulo n). Fixons un entier strictement positif n et considérons
I'ensemble Z d’entiers. Pour x,y € Z, soit S(x,y) la proposition

“(r — y) est un multiple entier de n.”

Alors x ~ y si et seulement si x — y est un multiple intégrable de n. En d’autres termes,
x ~ ysi(zx—y) = kn pour certains k € Z. Si nous écrivons nZ = {kn | k € Z} pour
I’ensemble des multiples entiers de n, alors nous avons

r~y <= (x—y) €nl.
Vérifions que ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble Z.

143
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— Symétrie : Pour tout x € Z, onax —x =0 € nZ, donc x ~ x.

— Réflexivité : Supposons x ~ y pour x,y € Z. c’est a dire x — y € nZ, mais alors
y—a = —(x —y) € nZ (puisque si x — y = kz pour un entier k, alors y —z = (—k)z,
qui est aussi un multiple entier de n) et donc y ~ x.

— Transitivité : Supposons x ~ y et y ~ z pour x,y,z € Z. On a donc x — y = kyn pour
ki € Z et y — z = kon pour ky € Z. Mais alors

r—z=(x—y)+y—2) =kn+kmn= (ki +k)n € nZ,

depuis ki + ko € Z.
Ainsi ~ est une relation d’équivalence sur Z. Cette relation d’équivalence a sa propre notation
spéciale. Si x ~ y, on écrit
r=y mod n,

et dire que = est congru a y modulo n.

Example B.1.3. Supposons que A et B sont des ensembles et que f: A — B est n’importe
quelle fonction (application d’ensembles). Pour z,y € A, écrivez z ~ y si f(z) = f(y).
Vérifions que ~ est une relation d’équivalence.
(a) Réfiézive : Pour tout x € A, on a x ~ x depuis f(z) = f(x).
(b) Symétrique : Si z,y € A tel que z ~ y, alors f(z) = f(y). D’ou f(y) = f(x) et donc
Y~ T
(¢) Transitive : Supposons x,y,z € A tel que z ~ y et y ~ z. Puis f(z) = f(y) = f(2) et
donc x ~ z.

Ezxample B.1.4. Supposons que M est un sous-espace d’un espace vectoriel V. Pour u,v € V,
écrivez u ~ v si u —v € M. Alors ~ est une relation d’équivalence sur V. On vérifie les trois
propriétés d’'une relation d’équivalence.
(a) Réfléxive : Pour tout v € V', nous avons v —v = 0 € M, puisque M est un sous-espace.
(b) Symétrique : Pour tout u,v € V tel que u ~ v, on a u—v € M. Alors

v—u=—(u—v)=(=1)(u—v)EeM

puisque M est un sous-espace vectoriel et donc est fermé par multiplication scalaire.

(¢) Transitif : Supposons u,v,w € V tel que u ~ v et v ~w. Puisu—v € M et v—w € M.
Alors
u—w=uw—v)+v-—w)eM

puisque M est un sous-espace et donc est fermé par addition vecteur .

Definition B.1.5 (Classe d’équivalence). Supposons que ~ est une relation d’équivalence
sur un ensemble X. Pour x € X, nous définissons

(2] ={y e X[z ~y}

I'ensemble de tous les éléments de X qui sont équivalents & x. Nous appelons [z] la classe
d’equivalence de x.
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Ezxample B.1.6. Considérons la relation d’équivalence sur Z donnée par la congruence modulo
n (Exemple B.1.2). Alors, pour a € Z, nous avons

al]={beZ|a-benZ}={a+kn|keZ}:=a+nZ.

Ezxample B.1.7. Supposons que A, B sont des ensembles, f: A — B est n'importe quelle
fonction et ~ est la relation d’équivalence d’Exemple B.1.3. Alors, pour z € A,

[l ={y e Al f(y) = f(@)} = [ { @)}

Ezxample B.1.8. Supposons que M est un sous-espace d’un espace vectoriel V' et que ~ est
la relation d’équivalence de 'exemple B.1.4. Alors, pour v € V,

[v]={v+2z|z€e M}

Pour le prouver, supposons que w € [v]. Alors, par définition, v ~ w et donc v — w € M.
C’est-a-dire v —w = z pour certains z € M. Ainsi w = v+ (—z). Donc [v] C {v+2 | z € M}.

Supposons maintenant w = v + z pour certains z € M. Alors v —w = —z = (—1)z € M,
puisque M est un sous-espace. D’ott v ~ w et donc w € [v]. Par conséquent, {v+ 2z | z €
M} C [o].

Definition B.1.9 (Classe d’équivalence). Pour un sous-espace M d’un espace vectoriel V'
et v € V, on écrit
v+ M={v+z|ze M}

et on appelle cela la classe d’équivalence de v modulo M.
Ezample B.1.10. Définir une forme linéaire f: R? — R par
f(z1,m5) =201 — 29 ¥ (21, 75) € R%
Let
M = Ker f = {(x1,22) € R? | f(21,22) = 0} = {(w1,75) € R* | 221 — 25 = 0}.

Donc M est une droite passant par ’origine. Notez que la domaine de valeurs de la fonction
de f est R puisque, par exemple, pour tout = € R, nous avons f(0, —z) = x.
Pour ¢ € R, nous avons

FHe}) = {(z1,22) € R? | f(1,20) = ¢} = {(21,25) € R® | 22y — 25 = ¢},

qui est une droite paralléle & M (et égale a M si et seulement si ¢ = 0).
Considérons la relation d’équivalence de I’Exemple B.1.3. Sous cette relation d’équiva-
lence, pour z,y € R?, nous avons

v~y = f(r)=fly) <= f@)—fly) =0 <= flr—y)=0 <= v—ycKer f =M,

ol nous avons utilisé le fait que f est linéaire. On voit donc que cette relation d’équivalence
s’accorde avec celle de I’Exemple B.1.4.
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Pour tout v € R?,

pl=v+M=f"({f(v)}) ={z €R*| 221 — a2 = f(v)}.

Il s’agit de la ligne dans R? passant par v et paralléle & M. Par exemple, si v = (3,1), alors
[v] est le plan d’équation
2271 — X9 = 2(3) — (1) = 5.

On voit que la relation d’équivalence “décompose” le plan en un ensemble de droites paralléles.
Chaque point du plan R? appartient exactement & une de ces droites.

Definition B.1.11 (Cloison). Supposons que X est un ensemble non vide. Une partition de
X est une collection &7 de sous-ensembles de X satisfaisant les propriétés suivantes :

(a) chaque A € & est un sous-ensemble non vide de X,

(b) si A,Be€ o/ et A# B, alors ANB =g,

(c) chaque élément de X appartient & 'un des sous-ensembles de &7 (en d’autres termes,
pour chaque z € X, il existe des A € & tels que z € A).

Remark B.1.12. La troisiéme propriété d’une partition dit que chaque élément de X appar-
tient a I'un des sous-ensembles de la partition. La deuxiéme propriété dit qu’aucun élément
ne se trouve dans plus d'un des sous-ensembles de la partition. Par conséquent, en com-
binant ces deux faits, nous voyons que la propriété fondamentale d’une partition est que
chaque élément de X appartient a exactement un des sous-ensembles de la partition.

Il s’avére que les relations d’équivalence et les partitions sont simplement deux fagons
différentes de penser a la méme chose. La relation précise est donnée dans le théoréeme
suivant.

Theorem B.1.13. Soit X un ensemble non vide.

(a) Si ~ est une relation d’équivalence sur X, alors l’ensemble des classes d’équivalence
est une partition de X.

(b) Supposons que </ est une partition de X. Si on pose x ~y si x ety appartiennent au
méme élément de &/ (c’est-a-dire qu’il existe un A € of tel que x,y € A). Alors ~ est
une relation d’équivalence sur X.

Démonstration. (a) Supposons que ~ est une relation d’équivalence sur X et que 7 soit
I’ensemble des classes d’équivalence. Nous voulons montrer que &7 satisfait les conditions de
Définition B.1.11.

— Tout d’abord, pour toute classe d’équivalence [z], on a x € [z] (depuis  ~ x par la
réflexivité d’une relation d’équivalence). Par conséquent, toutes les classes d’équivalence
sont non vides.

— Supposons que [z] et [y] soient deux classes d’équivalences et [z] # [y]. Nous voulons
montrer que [x] N [y] = &. Nous le prouvons par contradiction. Supposons [z]| N [y] # @.
Ainsi, nous pouvons choisir un élément z € [z] N [y]. Nous allons montrer que cela
implique que [z] = [y]. Soit w € [z], ¢’est & dire x ~ w. Comme z € [z] N [y], nous avons
z € [x] et z € [y]. Ainsi & ~ z et y ~ z. Par symétrie, z ~ z. Ainsi

Y~ zZ~x~w.
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Par transitivité, y ~ w et donc w € [y]. D’ou [z] C [y]. Répéter 'argument ci-dessus
mais en interchangeant les roles de = et y montre que [y] C [z]. D’ou [z] = [y]. Cela
contredit I’hypothése selon laquelle [z] # [y]. Par conséquent, [x] N [y] = @.

— La derniére propriété est facile puisque pour chaque z € X, nous avons x € [z] et donc
chaque élément de x appartient & un élément de o7

(b) Supposons maintenant que &7 est une partition de X et définissons x ~ y s’il existe
des A € & tels que x,y € A. Nous souhaitons vérifier que ~ est une relation d’équivalence
sur X.

— Réflexivité : Pour tout € X, nous avons z € [x]. Ainsi x ~ z.
— Symétrie : Supposons z,y € X et x ~ y. Ainsi, il existe des A € & tels que x,y € A.
Ainsi y ~ = également.

— Transitivité : Supposons z,y,z € X, x ~yet y ~ z. Alorsily a A, B € o tel que
x,y € Aety,z € B. Cela implique notamment que y € AN B. Ainsi AN B # &. Par
conséquent, par la définition d’une partition, nous avons A = B. Par conséquent, = et
z appartiennent au méme élément A = B de «/. D’ou « ~ z.

]

De ce théoréme, on peut déduire quelques propriétés des classes d’équivalence des rela-
tions.

Corollary B.1.14. Supposons que ~ est une relation d’équivalence sur un ensemble non
vide X .

(a) Pour tout x,y € X, nous avons soit [x] = [y] soit [x] N [y] = @.

—

(b) Pour x,y € X, nous avons x ~ y si et seulement si [x] = [y].

Démonstration. (a) Cela découle immeédiatement du théoréme  B.1.13, qui dit que les
classes d’équivalence forment une partition.

(b) Si z ~ y, alors y € [z]. Nous avons également y € [y]. Ainsi [z] N [y] # @ et donc
[z] = [y] par la premiére partie du corollaire. Inversement, si [x] = [y], alors y € [z]
(depuis y € [y]). Dotz ~ y.

[

Nous pouvons appliquer ce corollaire & la relation d’équivalence de Exemple B.1.4 pour
obtenir le résultat suivant.

Corollary B.1.15. 5@ M est un sous-espace d’un espace vectoriel V', alors

(a) pour tout x,y € V, nous avons t + M =y + M ou (x +M)N(y + M) = .
(b) v —y € M si et seulement six+ M =y+ M, et

Definition B.1.16 (Ensemble de quotient). Supposons que ~ est une relation d’équivalence
sur un ensemble X. Alors I'ensemble des classes d’équivalence

{[2] | = € X}
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s’appelle le quotient de X pour la relation ~, et est noté X/ ~. Dans le cas particulier ou M
est un sous-espace de V' et la relation d’équivalence est celle de Exemple B.1.4, I’ensemble
quotient est noté V/M. Ainsi

V/IM ={z+M|zeV}

Ezample B.1.17. Considérez la situation de I'Exemple B.1.10, ot f: R? — R est la forme
linéaire définie par
f(z1,m5) =201 — 29 ¥ (21, 79) € R?,

et
M =Ker f = {(21,73) € R* | f(21,72) =0} = {(z1,22) € R* | 227 — 25 = 0}

Alors R? /M est I'ensemble des droites paralléles a M.

Definition B.1.18 (application quotient). Supposons que ~ est une relation d’équivalence
sur un ensemble X. On a alors une application surjective

q: X = X/~ q(z) =[],
appelé Iapplication quotient de X sur X/ ~.

Remark B.1.19. Notez que si ¢: X — X/ ~ est 'application quotient correspondant a une
relation d’équivalence ~ sur un ensemble X, alors

q(z) =qly) <= [z]=[y] &= z~y.

Ainsi, toute relation d’équivalence est du type vu dans I’exemple B.1.3.

Exercises.

B.1.1 (|Ber14, Ex. 2.5.2]). Soit X I’ensemble de tous les vecteurs non nuls dans R". Autrement
dit,
X ={veR"|v#0}.

Pour x,y € X, écrivez x ~ y si x = cy pour un c scalaire. Prouver qu’il s’agit d’une relation
d’équivalence sur X.

B.2 espaces vectoriels quotients

Dans ce cours, le quotients le plus important sera V/M pour un sous-espace M d’un
espace vectoriel V. L’une des raisons en est que, dans ce cas, I’ensemble de quotients est plus
qu’un simple ensemble : c’est un espace vectoriel.
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Tout d’abord, nous devons définir ’addition vectoriel et la multiplication scalaire. Sup-
posons que V' est un espace vectoriel sur un corps F' et que M est un sous-espace de V. Pour
x4+ M,y+ M € V/M, nous définissons leur somme comme étant

(x+ M)+ (y+M)=(x+y)+ M.

Cependant, cette définition devrait vous inquiéter. Pourquoi? Notez qu’en général, un
élément de V//M peut étre écrit sous la forme z+ M pour plus d'un z. Puisque notre définition
de 'addition vecteur se référe explicitement a ce x, notre addition vecteur n’est pas bien
définie & moins que nous obtenions que le résultat de notre opération est indépendante du
choix de z. C’est-a-dire si

r+M=2+M et y+M=1y + M,
alors il doit étre vrai que
(x+ M)+ (y+M)=(2'+ M)+ (y + M).
Selon notre définition de ’addition, ceci est vrai si et seulement si
(x+y)+M= (2" +9)+ M.

Vérifions cela. Puisque © + M = 2/ + M, nous avons x — 2’ € M. De méme, puisque
y+ M =1y + M, nous avons y — y' € M. Ainsi

(+y) - @ +y)=@-2)+y—y)eM,

puisque M est un sous-espace de V. On en déduis que (x +y) + M = (2/ +y') + M comme
souhaité.
Nous définissons maintenant la multiplication scalaire sur V/M par la formule

cle+M)=cx+M, ceF, zeV.

Encore une fois, nous devons vérifier que cela est bien défini. En particulier, nous devons
vérifier que si z+M = 2’4+ M, alors cx+M = cax’+M. Pour voir cela, notez que x+M = '+ M
implique x — 2’ € M. Ainsi c¢(z — 2’) € M puisque M est un sous-espace (et donc fermé par
multiplication scalaire). Ainsi cx + M = ¢z’ + M comme souhaité.

Maintenant que nous avons défini une addition et une multiplication scalaire, nous pou-
vons prouver le théoréme suivant.

Theorem B.2.1. Supposons que V' est un espace vectoriel sur un corps F' et que M est un
sous-espace de V. Alors, sous les opérations définies ci-dessus, V/M est un espace vectoriel
sur F' et l’application quotient

Q:V->V/M, Qx)=x+M,

est une application linéaire avec Ker Q = M. L’espace vectoriel V/M est appelé ’espace
vectoriel quotient de V' par le sous-espace M.
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Démonstration. Nous devons vérifier que nos opérations satisfont les axiomes de la Défini-
tion 1.2.1. Pour x + M,y + M,z + M € V/M, nous avons

(z+M)+y+M)+(z+M)=((z+y)+ M)+ (2 + M)
—(z+y+2)+M=>+M +((y+2)+M)=@+M +((y+ M)+ (z+ M),

donc 'addition est associative. De fagon similaire

(+M)+y+M)=@+y)+M=(y+z)+M=(y+ M)+ (x+ M), et
(+M)+(0+M)=(x+0)+M=zx+ M.

Ainsi I'addition est commutative et 0 + M = M est un neutre additif.
Pour tout = + M € V/M, nous avons

(x+ M)+ (—z+M)=(x—z)+ M =0+ M,

et donc chaque élément de V/M a un inverse additif. Nous le laissons en exercice (Exer-
cice B.2.1) la vérification des axiomes restants dans la définition d’un espace vectoriel.
Pour vérifier que ’application quotient () est linéaire, supposons u,v € V et ¢ € F. Alors

Qu+tv)=(u+v)+ M=(u+M)+ v+ M)=0Q(u)+ Q(v),
Qcv) =cv+ M =c(v+ M).

Exercises.

B.2.1. Compléter la preuve du Théoréme B.2.1 en montrant que V/M satisfait les axiomes
restants d’'un espace vectoriel.

B.2.2 (|Berl4, Ex. 2.6.1]). Prouver que si V.= M & N, alors V/M = N. Indice : Restreindre
I'application quotient V' — V/M a N et trouver le noyau et I'image d’application quotient
restreinte.

B.3 Le premier théoréme d’isomorphisme
Lemma B.3.1. Si T: V — W est une application linéaire, alors

T '{Tv}) =v+KerT, pourtousv € V.
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Démonstration. Supposons u € T~1({Tw}). Alors
Tu=Tv = Tu—-Tv=0 = T(u—v)=0 = u—veKerT = uecv+KerT.
Supposons maintenant que v € v + KerT'. Alors
u—veEKerT = T(u—v)=0 = Tu—Tv={0} = Tu=Tv = uecT '({Tv}).
[l

Theorem B.3.2 (Premier théoréme d’isomorphisme). Supposons que T: V. — W est une
application linéaire et N = KerT'. Alors

(a) N est un sous-espace de V,
(b) T(V) est un sous-espace de W, et
(¢) L’application V/N — T(V) donnée par v+ N — Tv est un isomorphisme. Ainsi,
V/N =T(V).
Autrement dit,

V/KerT = ImT

pour chaque application linéaire T' de domaine V.

Démonstration. Nous avons déja prouvé (a) et (b) (voir Corollaire 2.2.4). Il reste donc a
prouver (c).

Nous devons trouver une application linéaire bijective S: V/N — T(V'). Supposons z €
V/N. Alors = est un sous-ensemble de V' et est égal & v + N pour certains v € V. D’aprés le
lemme B.3.1, T" est constant sur le sous-ensemble x. On peut ainsi définir une application

S:V/N = T(V), S+N)=To.

Notez que l'application S n’est bien définie que par les commentaires ci-dessus. Nous mon-
trons d’abord que S est linéaire. Supposons que x,y € V/N et ¢ soient un scalaire. Ainsi
r=u+ Nety=v+ N pour des u,v € V. Ainsi,

Sx+y)=Su+v+N)=T(u+v)=Tu+Tv=Su+N)+Sv+N)=S(x)+ S(y),
S(cx) = S(cu+ N) =T(cu) = cTu=cS(u+ N) = cS(z).

Il reste & montrer que S est bijectif. Il est clairement surjectif puisque tout élément de
T(V) est de la forme Tv pour certains v € V et on a S(v+ N) = Tw. Puisque S est
linéaire, nous pouvons montrer qu’il est injectif en prouvant que Ker S = {0}. Maintenant,
sizx=u+ N € Ker S, alors

S(u+N)=0 = Tu=0 = uveKerT = u+ N =N,
qui est le vecteur zéro de V/N. O

Remark B.3.3. L’une des principales utilisations du premier théoréme d’isomorphisme est la
suivante. Si nous voulons prouver que V/U = W (o V et W sont des espaces vectoriels et
U est un sous-espace de V'), alors nous pouvons le faire en trouvant une application linéaire
surjective de V' dans W dont le noyau est U.
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Example B.3.4. Soit
U= {(ZEl,IQ,Ig,[E4) | 21’1 — X9 = 0 et T+ 3ZL’2 — 4%3 — Ty = 0}

Prouver que R*/U = R2.
Nous devons trouver une application surjective 7': R* — R? telle que U = Ker T'. Let

T(z1,x9,x3,24) = (221 — x9, 1 + 39 — dx3 — T4).

Il s’agit d’une application linéaire puisqu’elle correspond a la multiplication par la matrice
2 -1 0 0
1 3 -4 —-1|°

Elle est surjective puisque pour tout (a,b) € R? on a

a a
T(—,o,o,——b) — (a,b).
(Rappeler MAT 1741, montrer que T est surjectif équivaut & montrer que la matrice ci-
dessus est de rang 2). Il est clair que KerT' = U. Ainsi R*/U = R? par le premier théoréme
d’isomorphisme.

Example B.3.5. Soit X un ensemble et Y un sous-ensemble de X. Soit ' un corps et défi-
nissons

W={feFX,F)| f(x) =0 pour tous = € Y'}.

Prouvons que F(X, F)/W = F(Y, F).

Tout d’abord, cela n’a de sens d’écrire F(X, F)/W que si W est un sous-espace de
F(X, F). Nous laissons en exercice (Exercice 1.5.9) la preuve que c’est bien le cas.

Nous voulons trouver une application surjective T': F(X, F') — F(Y, F) telle que Ker T' =
W. Définissons T" par

T(f) = [y

C’est a dire, T restreint une fonction a Y. Cette application est linéaire (Exercice B.3.1). Il
est clair que KerT = W. De plus, T est surjectif puisque, étant donné toute fonction f a
valeur dans F' sur Y, nous pouvons ’étendre a une fonction g sur tout X en lui donnant les
valeurs que nous voulons sur les points de X \ Y, et on aurra T'(g) = f. Ainsi, par le premier
théoréme d’isomorphisme, nous avons F(X, F)/W = F(Y, F).

Exercises.

B.3.1. Démontrer que ’application 7' de I'exemple B.3.5 est linéaire.

B.3.2. (
S—l

a) Soient S: U — Vet T: V — W des applications linéaires. Montrez que Ker(7'S) =
(KerT).
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(b) Soit S: V' — W une application linéaire surjective et M un sous-espace de W. Montrez
que V/STHM) =2 W/M. Indice : Appliquez part (a) a S: V — Wet Q: W — W/M.

B.3.3 ([Berl4, Ex. 2.7.2]). Soit M, N des sous-espaces des espaces vectoriels V', W (respec-
tivement), et soit

T:V x W — (V/M) x (W/N)

I'application linéaire définie par T'(z,y) = (z + M,y + N). Trouvez le noyau de T' et prouvez
que
(VxW)/(Mx N)=(V/M) x (W/N).

B.3.4 ([Berl4, Ex. 2.7.4]). Soit V un espace vectoriel, V' x V 'espace vectoriel produit , et
A={(v,0) |[veV}CV xW

(L’ensemble A est appelé la diagonale de V x V'.) Prouver que A est un sous-espace de V' x V/
et que (V x V)/A = V. Indice : Voir Exercice 2.2.8.

B.4 Une autre preuve du théoréme du rang

Nous utilisons maintenant des espaces quotients pour donner une preuve alternative du
théoréme du rang (théoréme 3.5.1).

Theorem B.4.1. Supposons que V est un espace vectoriel et vy,...,v, € V. Soit 1 <
r < n, soit M = Span{v,41,...,v,}, et soit Q: V. — V/M Uapplication quotient. Alors les
conditions sutvantes sont équivalentes :

(a) vi,...,v, sont linéairement indépendants dans V,

(b) Quy,...,Qu, sont indépendants dans V/M et v,.1,...,v, sont linéairement indépen-
dants dans V.

Démonstration. (a) = (b) : vy41,...,v, sont clairement indépendants puisque vy, ..., v,
le sont (tout sous-ensemble d’'un ensemble indépendant est indépendant). Il reste donc a
montrer que Quy, ..., Qv, sont indépendants. Supposer

CI(QUI) + -+ Cr(Q”r) - QO

(Rappelons que Q0 = M est le vecteur zéro de V//M.) Nous devons montrer que ¢; = -+ - =
¢, = 0. Puisque @) est linéaire, nous avons

Q(crvy + -+ - + cpvy) = QO,

et donc
cv1 + -+ v, € KerQ = M.

Comme M = Span{v,;1,...,v,}, on a donc

C1U1 + -+ CUn = Crp1Upp1 + 0+ CRUy,
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pour certains scalaires ¢, 1, ..., ¢,. Alors

cvr+ -+ G+ (=GO + -0+ (=) un = 0.

Puisque vy, ..., v, sont indépendants, nous avons que tous les coefficients sont nuls.
(b) = (a) : supposons
civ1 + - + ¢, = 0. (B.1)
Nous voulons montrer ¢; = --- = ¢, = 0. Soit

Z = Cry1Upy1 + =+ CpUp.
comme z € M = Ker (). Par conséquent,
Q0 =c1(Quy) + - + ¢ (Quy) + Qz = 1 (Quy) + - - - + ¢ (Quy).

Puisque Quy,...,Quv, sont indépendants, nous avons ¢; = --- = ¢, = 0. Mais alors B.1
devient
Cry1Upt1 + -+ + cpv, = 0.

Puisque v,11,...,v, est linéairement indépendant, nous avons ¢, = --- = ¢, = 0. Par
conséquent, tous les ¢; sont nuls. O
Theorem B.4.2. Supposons que V' est un espace vectoriel et vy,...,v, € V. Soit 1 <r < n,

soit M = Span{v,,1,...,v,}, et soit Q: V — V/M [application quotient. Les conditions
suivantes sont équivalentes.

(a) vy,...,v, engendre V,

(b) Quy,...,Qu, engendre V//M.

Démonstration. (a) = (b) : supposons u € V/M. Nous voulons montrer que nous pouvons
écrire u comme une combinaison linéaire de Quy, ..., Quv,. Puisque @) est surjectif, il existe
un v € V tel que u = Qu. Puisque vy, ...,v, engendre V', nous avons

V=CU+ -+ e,

pour certains scalaires c¢q, ..., ¢,. Nous appliquons I’application linéaire () aux deux cotés et
utilisons le fait que Qu,41 = -+ - = Qu, = Q0 (depuis M = Ker )) pour obtenir

u=Quv=c1Qui+ -+ c.Qu,.

(b) = (a) : supposons v € V. Nous voulons montrer que nous pouvons écrire v comme

une combinaison linéaire de vy, ..., v,. Puisque Quy, ..., Qu, engendre V /M, nous avons
Qv =c1(Qui) + -+ + ¢ (Quy)
pour certains scalaires ¢y, ..., c,. Ainsi

v—(cvr+ -+ ¢u) € Ker@Q = M,

et donc
v = (011}1 + o+ Crvr) = Cr41Up41 + - + CrUy

pour certains scalaires ¢,1, ..., c,. Par conséquent, v = cyvy + - -+ 4 c,U,. ]
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Theorem B.4.3. 5i V est un espace vectoriel et M est un sous-espace de V', alors les
conditions sutvantes sont équivalentes :

(a) V est de dimension finie,
(b) M et V/M sont de dimension finie.

Lorsque ces conditions sont remplies, nous avons
dim V' = dim(V/M) + dim M. (B.2)

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que V est de dimension finie. Alors M est de dimen-
sion finie par le théoréme 3.4.21 et V/M est de dimension finie en appliquant le théoréme
3.3.7 a l'application de quotient Q: V — V /M.

(b) = (a) : Si M =V, 'implication est triviale. De plus, V/M = V/V se compose du
classe d’équivalence unique 0 +V = V et donc V/V est 'espace vectoriel nul. Ainsi B.2
devient

dimV =0+4dimV,

ce qui est évidemment vrai.

Si M = {0}, alors 'application quotient V' — V/M est une surjection linéaire & noyau
nul. C’est donc un isomorphisme et donc V' = V/M. Ainsi V' est de dimension finie car V/M
I’est. De plus, B.2 devient

dimV = dim(V/{0}) + 0 =dim V' +0,

ce qui est clairement vrai.

Supposons maintenant M # {0} et M # V. Choisissez une base z1,...,z,, de M et
U, ..., u, de V/M (on peut le faire puisque, par hypothése, M et V/M sont de dimension
finie). Choisissez y, € V tel que uy, =y, + M, 1 < k < r. Alors, par Théoréme B.4.2, la liste

LiseeosTmyY1s- -5 Yr

engendre V. De plus, cette liste est indépendante par Théoreme B.4.1. Par conséquent, c’est
une base de V. Il s’ensuit que V est de dimension finie et

dimV =m+r =dim M + dim V/M. m
Nous pouvons maintenant donner une preuve alternative du théoréme du rang.

Preuve alternative du théoréme 3.5.1. Puisque V est de dimension finie, son image T'(V)
I'est aussi (7" est une surjection sur son image, et nous appliquons le théoréme 3.3.7) et le
sous-espace KerT aussi (par Théoréme 3.4.21). Par le premier théoréme d’isomorphisme,
T(V)=V/KerT. Ainsi

dimT(V) = dim(V/ Ker T).

Maintenant, par le théoréme B.4.3, nous avons dim 7'(V') = dim V' —dim(Ker T'). Le résultat
suit. [
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addition vectoriel, 7 Combinaison linéaire, 14
adjoint, 103 commutative, 129
A;j, 82 composition, 31
algorithme congru, 144

de Gram-Schmidt, 95 congruence modulo n, 143
algorithme de Gram-Schmidt, 95 conjugué, 118
algébriquement clos, 115 coordonnée, 66
anneau, 139 coordonnées, 47
anneau commutatif, 139 corps, b, 6, 138
annihilateur, 61 fini, 5
Annulation dans les espace vectoriels, 12 corps fini, 5
anti-symétrique, 85
application composée, 31 diagonalisable, 107
application identité, 29 diagonalisé orthogonalement, 121
application linéaire, 22 dimension, 50
Application linéaire scalaire, 29 dimension finie, 50
application multilinéaire, 79 dimension infiniex, 50
Application nulle, 29 distance, 125
application quotient, 148 distributivite, 7, 139
associative, 129 dual, 59
auto-adjointe, 116 base, 60

dépendant

base, 47 linéairement, 40

canonique, 47 dépendent

naturelle, 47 linéairement, 43

standard, 47 déterminant, 82
base canonique, 47 dévelopement en cofacteur, 82
base dual, 59, 60
base naturelle, 47 €i, 15
base standard, 29, 47 engendre, 39
bilinéaire, 79 equivalent, 143

espace dual, 25

C*(R), 9 espace propre, 109
classe d’equivalence, 144 Espace pré-euclidien, 91
classe d’équivalence, 145 espace vectoriel, 7
coefficient, 14 complexe, 8
Coefficients de Fourier, 98 réel, 8
cofacteur, 82 Espace vectoriel finiment engendré, 45
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Espace vectoriel produit, 10

FX. 8
F* 6
Fs, 6
F,, 5
F(F), 8
F(X,F), 8
finiment engendré

espace vectoriel, 45
8
fonction i-éme coordonée, 60
fonction coordonée, 66
fonction d’onde, 14
fonction paire, 20
fonction polynomial, 10
fonction polynomes, 36
fondamental de ’algebre, 115
forme bilinéaire, 80
Forme linéaire, 29
forme linéaire, 25, 80
function impaire, 20

génératrice
partie, 39

Identité de polarisation, 92
Im, 27
image, 26, 27
image directe, 26
image inverse, 26
impaire, 20
indépendant
linéairement, 40
indépendent
linéairement, 43
indéterminé, 10
intersection, 17
inverse, 35, 132
inverse additif, 7
inverse multiplicatif, 138
inégalité
de Cauchy-Schwartz, 92
triangulaire, 93
Inégalité de Bessel, 102

Inégalité de Cauchy-Schwartz, 92
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inégalité triangulaire, 93
isometrie, 105
isomorphisme, 33

Ker, 27

L(V), 29
LV, W), 29
I’espace des colones, 66
I’espace des lignes, 77
I'inverse additif, 138
lemme
de Zorn, 48
linéaire
application, 22
Linéairement dépendant
ensemble, 43
linéairement dépendant, 40
Linéairement indépendant
ensemble, 43
linéairement indépendant, 40
loi de modularité, 20

M, (R), 140
Mpn(F), 8
magma, 128
matrice, 65
d’une application linéaire, 65
de changement de base, 70
orthogonale, 98
matrice de changement de base, 70
matrice orthogonal, 89
matrice standard, 29
matrice élémentaire, 74
matrices similaires, 71
M;(a), 74
monoide, 134
additif, 135
monoide additif, 135
Multiplication point par point, 8
multiplication scalaire, 7
multiplicité algébrique, 112
multiplicité géométrique, 112

N, 4, 128
neutre additif, 138
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neutre multiplicatif, 138 scalaire, 8
nilpotente, 88 similaires
norme, 92 matrices, 71
norme d’'un nombre complexe, 118 somme de sous-ensemble, 17
noyaux, 27, 78 somme direct, 18
nullité, 55 sous-corps, 5
Sous-espace, 16
operation, 128 sous-espace
opposé, 7 trivial, 16
opérations élémentaire sur les colones., 73 sous-espace engendré, 14
opérations élémentaire sur les lignes, 73 Soustraction
orthogonal, 94 de vecteurs, 13
matrice, 98 soustraction
transformation, 105 dans un corps, 141
orthonormée, 94 span, 38
. Suites, 10
paire, 20

suplaimentaire orthogonal, 98

supplaimentaire, 19
orthogonale, 98

symbole delta de Kronecker, 59

symmetrie, 143

symmetrique, 116

parenthéses, 129

partie génératrice, 39
partition, 146

Pi,ja 74

pivot de Gauss, 73

polynome caractéristique, 110

polynéme, 14 (T8, 65
polynomes, 10, 36 teste de diagonalisabilité, 114
pre-image, 26 Théoréme de la dimension, 54
principe de superposition, 14 Théoréme de représentation de Riesz, 99
produit scalaire canonique, 91 théoréme du rang, 55
projection, 95, 101 trace, 69, 81
projection orthogonal, 95 trans-conjugué, 118
projection orthogonale, 101 transformation euclidienne, 125
puissances d'une application, 31 transitivité, 143
translation, 13
Q(v2), 6 translatione, 126
quotient, 148, 149 Transposée
d’une application linéaire, 61
R>o, 6 )
= transposée
rang, 55 FE .
) une matrice, 69
d’une matrice, 75
reflexivité, 143 un déterminant de Vandermonde, 85
relation d’équivalence, 143
relation linéaire, 40 valeur propre, 108
Reégle du parallélogramme, 92 vecteur, 7
réciproque, 35 vecteur nul, 7

vecteur propre, 107, 108
Span, 14 vecteur unité, 94
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Zorn
lemme de, 48

échelonnée, 74

égalité de fonctions, 8, 136
¢lément inversible, 132
élément neutres, 131
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